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Цель исследования – аналитическое описание участка баллистической траектории, 
соответствующего нормальному падению космического аппарата на поверхность 
безатмосферной планеты. При этом движение нормально падающего тела характе-
ризуется возрастающим ускорением свободного падения. Задача о скорости, времени 
и ускорении нормального падения тела на поверхность планеты при отсутствии ат-
мосферы сводится к решению дифференциального уравнения второго порядка, кото-
рое решается стандартным методом. Особенностью решения является формальное 
использование табличного интеграла на промежуточном этапе. Оказалось, однако, 
что его формула недостоверна, а именно, производная правой части не равна подын-
тегральному выражению. Из этого следует, что возможные существующие решения 
этой задачи, основанные на использовании указанного табличного интеграла, яв-
ляются некорректными. В статье представлена корректировка этого табличного 
интеграла, что является попутным результатом исследования. В работе получено 
временное уравнение движения нормально падающего на поверхность планеты тела 
при отсутствии атмосферы, а также временные уравнения его скорости и ускорения. 
Полученные результаты могут быть полезны при расчетах пассивного гравитаци-
онного маневра при межпланетных полетах и расчетах отвесного падения небольших 

небесных тел и отработанных элементов конструкций космических аппаратов.
 

Ключевые слова: баллистическая траектория, пассивный гравитационный маневр, кос-
мический аппарат, межпланетный полет, небесное тело.

Введение

Если перемещение тела при падении пре-
небрежимо мало по сравнению с расстоянием до 
центра тяготения, то ускорение свободного па-
дения является практически неизменным. При 
этом задача установления параметров падения 
не представляет трудности. Далее этот случай не 
рассматривается.

1. Задача о скорости и времени 
падения тела

Падающее в вакууме тело имеет ускорение 

(1)

где G – гравитационная постоянная, M – масса 
планеты, r – мгновенное расстояние между телом 

	 	ip.popow@yandex.ru

	 ©	 Ассоциация «ТП «НИСС», 2021

и центром планеты. Исходное расстояние равно R. 
Знак «–» обусловлен противоположными направ-
лениями векторов a и r. Масса тела пренебрежимо 
мала по сравнению с М. 

Дифференциальное уравнение (1) решается 
следующим образом.
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(2)

(3)

Знак «–» обусловлен той же причиной, что 
и выше.

(4)

2. Табличный интеграл

Для решения дифференциального урав-
нения (4) формально подходит табличный инте-
грал [1–3]:

(5)

Оказалось, однако, что эта формула недосто-
верна, а именно, производная правой части не рав-
на подынтегральному выражению. Действительно,

Таким образом, этот табличный интеграл 
применять нельзя.

3. Корректировка табличного 
интеграла

Теорема: Справедлива следующая формула:

(6)
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Теорема доказана.

Доказательство 2.

Теорема доказана.

4. Продолжение решения 
исходной задачи

Интегрирование дифференциального урав-
нения (4) в соответствии с (6) дает:

(7)

Это решение дифференциальных уравне-
ний (4) и (1) является уравнением движения нор-
мально падающего тела.

Из выражения (2) следует:

Подстановка этого выражения в (7) дает:

Это временная функция скорости.
Для получения временной функции ускоре-

ния следует (1) подставить в (7).

В соответствии с (7) период падения тела на 
поверхность планеты равен:

(8)

где RM – радиус планеты.
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В соответствии с (3) скорость тела у поверх-
ности планеты равна:

(9)

Пример.
R = 7∙106 м, параметры планеты не отличают-

ся от земных. RM = 6,371∙106 м; М = 5,9726∙1024 кг; 
G = 6,6743∙10-11 м3/(кг·с2).

В соответствии с (8):

Период падения тела на поверхность плане-
ты равен: Т = 387,275 с = 6,455 мин.

В соответствии с (9) скорость тела у поверх-
ности планеты равна:

В таблице представлено сравнение значений 
периода падения тела на поверхность планеты из 
примера и полученного на основе использования 
некорректного табличного интеграла (5).

Таблица
Сравнение результатов расчета  

периода падения тела

Параметр Значение

Период падения тела на ос-
нове некорректного интегра-
ла (5)

405,169 с

Период падения тела на ос-
нове предложенной методики 387,275 с

Абсолютная погрешность +17,894 с

Относительная погрешность 4,62%

Заключение

Трудно представить, что никто и никогда 
не искал формулы времени, скорости и ускоре-
ния при нормальном свободном падении тела. 
Однако если при этом использовался табличный 
интеграл  (5), то, конечно, те формулы неверны. 
Поводом усомниться в интеграле (5) послужило 
то, что в ряде конкретных случаев значения аргу-
мента у арксинуса превышали единицу. 

Корректировка этого интеграла (6) особенно 
актуальна с учетом его очевидного прикладного 
характера.

Полученные результаты могут быть полез-
ны при расчетах пассивного гравитационного ма-
невра при межпланетных полетах [4–6] и расчетах 
отвесного падения небольших небесных тел и от-
работанных элементов конструкций космических 
аппаратов [7–10].
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ELEMENTS OF BALLISTIC CALCULATION  
FOR SPACECRAFT GRAVITY ASSIST

I. P. Popov
Kurgan State University, Kurgan, Russian Federation

The purpose of the study is an analytical description of the section of the ballistic trajectory 
corresponding to the normal fall of the spacecraft on the surface of an atmosphereless planet. 
In this case, the motion of a normally falling body is characterized by an increasing accelera-
tion of gravity. The problem of the speed, time and acceleration of the normal fall of a body 
on the planet's surface in the absence of an atmosphere is reduced to solving a second-order 
differential equation, which is solved by the standard method. A feature of the solution is the 
formal use of the tabular integral at an intermediate stage. It turned out, however, that his 
formula is unreliable, namely, the derivative of the right-hand side is not equal to the inte-
grand. It follows from this that the possible existing solutions to this problem, based on the 
use of the indicated tabular integral, are incorrect. The article presents the correction of this 
tabular integral, which is an incidental result of the study. In this work, the time equation of 
motion of a body normally falling on the surface of the planet in the absence of an atmosphere, 
as well as the time equations of its speed and acceleration are obtained. The results obtained 
can be useful in calculating passive gravity assist during interplanetary flights and calculat-

ing the sheer fall of small celestial bodies and spent structural elements of spacecraft.

Keywords: ballistic trajectory, passive gravity assist, spacecraft, interplanetary flight, celestial body.
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