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ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОДУЛЯ УПРУГОСТИ МАТЕРИАЛОВ  
ИМПЕДАНСНЫМ МЕТОДОМ

А. В. Азин, С. В. Пономарев,  
С. В. Рикконен, А. В. Васильев

Национальный исследовательский  
Томский государственный университет  

г. Томск, Российская Федерация

Эффективно применяемый импедансный метод неразрушающего контроля для элемен-
тов космической техники является сравнительным методом обнаружения дефектов 
материалов. Однако определение деформационных характеристик материалов, в част-
ности модуля упругости, этим методом затруднительно. Цель работы: расширение 
возможностей импедансного метода для определения модуля упругости материала. 
Предложен метод локального динамического воздействия на поверхность материала, 
в  котором возможен анализ составляющих механического импеданса с  определением 
модуля упругости материала. Устройство, реализующее данный метод, представ-
ляет собой ультразвуковой излучатель с  индентором для контактного воздействия 
на  поверхность исследуемого материала. В  конструкцию устройства включены дат-
чики ускорения и силы. Ультразвуковой излучатель при одностороннем доступе к объ-
екту оказывает минимальное силовое воздействие на  исследуемый материал, что 
особенно важно при неразрушающем контроле. Для получения информации о  физико-
механических характеристиках материала используется частотный диапазон, при 
котором все сигналы датчиков имеют гармоническую форму. В режиме гармонических 
колебаний колебательная система «устройство-исследуемый материал» работает 
как единое целое. Наличие режима гармонических колебаний позволяет при обработ-
ке экспериментальных данных о колебательной системе использовать простые мате-
матические методы (символический метод анализа систем и правила преобразования 
электрических цепей) без потери информации об объекте. Предложенный метод позво-
ляет определять модуль упругости материалов в зависимости от частоты механиче-

ского воздействия с погрешностью не более 10 %.

Ключевые слова: неразрушающий контроль, модуль упругости, импедансный метод, 
ультразвуковой излучатель.

Введение

Известно большое число методов определе-
ния модуля упругости. Чаще всего используют 
статические методы определения модуля упру-
гости. Точность статических методов достаточ-
на для технических расчетов, особенно приме-
нительно к  условиям работы деталей, близким 
к статическим условиям. Возможности статиче-
ских методов ограничены, так как для испыта-
ний требуются образцы довольно большого раз-
мера и определенной формы [1–5]. Кроме того, 
для обеспечения достаточной точности необхо-
димы значительные деформации, что относит 
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Определение модуля упругости материалов импедансным методом

РАКЕТНО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА

статические методы к  разрушающим методам 
контроля.

Преимущества динамических методов испы-
таний физико-механических характеристик (на-
пример, модуля упругости) материалов – ​их более 
высокая точность по сравнению со статическими, 
а также гибкость методики [6], позволяющей про-
следить на  одном и  том  же образце зависимость 
модуля упругости материала от различных факто-
ров, в  частности от  температуры, без значитель-
ного силового воздействия [6–8]. К динамическим 
относятся следующие методы:

–  Резонансный метод определения модуля 
упругости широко распространен при исследова-
ниях зависимости модуля упругости материала 
от  температуры. Собственную частоту колебаний 
измеряют обычно на  стержневых образцах посто-
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янного сечения. В исследуемом образце возбужда-
ются упругие резонансные колебания и измеряется 
их резонансная частота. На основе геометрических 
размеров образца и  его плотности определяется 
значение модуля упругости материала [9].

–  Метод измерения скоростей распростране-
ния акустических волн (продольных, сдвиговых, 
поперечных и  т.д.). Через соотношение продоль-
ных и  сдвиговых (поперечных) волн определя-
ются коэффициент Пуассона и модуль упругости 
материала [10].

–  Виброакустический метод. При низких ско-
ростях воздействия можно утверждать, что значе-
ния динамического и  статического модуля упру-
гости тождественны или отличаются между собой 
незначительно.

Полезная информация о состоянии колебатель-
ной системы (КС) для всех методов неразрушаю-
щего контроля (НК) формируется при механиче-
ском воздействии на объект, при этом контактное 
воздействие может деформировать объект иссле-
дования, оставлять отпечатки в месте воздействия 
индентора, нарушать функционирование объекта 
исследования. Поэтому разработка методов НК 
с минимальным уровнем воздействия на исследу-
емый материал является актуальной задачей.

Виброакустическим методом определения 
физико-механических свойств материалов и  НК 
называют метод, основанный на регистрации, из-
мерении и  анализе параметров виброакустиче-
ских колебаний, возникающих при работе контро-
лируемого объекта [11]. Большинство устройств 
виброакустической дефектоскопии являются оце-
нивающими методами условного размера и  дис-
кретной глубины залегания дефектов [11–18]. 
Определение физико-механических характери-
стик материалов этими методами вызывает опре-
деленные трудности.

Импедансный метод НК называют сравни-
тельным методом контроля, основанным на опре-
делении величины механического импеданса. 
Величина механического импеданса (определя-
ется из  отношения величины силы возбуждения 

к виброскорости КС) является комплексной вели-
чиной и имеет вид (1):
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Модуль механического импеданса определяет-
ся из выражения (2):
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где R – ​коэффициент диссипации, в кг/с; К – ​жест-
кость КС, в Н/м; V – ​амплитуда виброскорости КС, 
в м/с; F – ​сила возбуждения КС, в Н; ω – ​угловая 
частота, в 1/с; Мпч – ​масса подвижных частей уль-
тразвукового (УЗ) излучателя, в кг.

Обычно составляющая диссипации КС со-
ставляет доли процента от кинетической и потен-
циальной энергии системы. Сравнивая величины 
модуля механического импеданса при разных по-
зициях излучателя, можно определить наличие 
и  размеры дефектов материалов и  конструкций 
[12–17].

Имея дополнительные датчики ускорения 
и силы в КС, можно анализировать работу отдель-
ных частей КС, контролируя амплитуду и форму 
вибросмещения подвижных частей.

В  КС, в  которых сказывается разнообразие 
нелинейных процессов (наличие подсистем, не-
линейность параметров, недостаточная мощность 
источника питания и  т.д.), есть частотные диапа-
зоны, в которых все сигналы датчиков имеют гар-
моническую форму, что говорит о  режиме син-
хронного и  квазисинфазного движения элементов 
КС  – ​режимы гармонических колебаний (РГК) 
(рисунок 1а). В РГК КС работает как единое целое, 
а все сигналы имеют синусоидальную форму. При 
этом появляется возможность для определения 
физико-механических характеристик материалов 
применять упрощенные методики анализа работы 
КС, приведенные в  [12]. Режим РГК будет соот-
ветствовать своему диапазону частот, который для 
этой конструкции КС может не  совпадать с  резо-
нансом всей системы. Вне режима гармонических 

Рисунок 1. Осциллограммы сигналов, характеризующих работу КС УЗ-излучателя:  
а – ​гармонические сигналы с датчиков при частоте f = 22,3 кГц и б – ​негармонический сигнал  

с датчиков при частоте f = 17,10 кГц

а б
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колебаний колебания носят негармонический ха-
рактер (рисунок 1б), и  возможности правильно 
определить физико-механические характеристики 
резко снижаются. На  резонансе увеличение ам-
плитуды колебаний может привести систему в зону 
«неустойчивой» работы, которая характеризуется 
несинусоидальностью сигналов датчиков.

1. Методы испытаний

Рассматривается метод локального динамиче-
ского воздействия на поверхность материала для 
определения физико-механических характеристик 
материала пластины в  зависимости от  частоты 
воздействия (рисунок 2).

Разработанный метод основан на  регистра-
ции величин ускорения элементов КС и силы воз-
действия непосредственно на  нагрузке. В  этом 
случае сам преобразователь электрической мощ-
ности в механическую мощность «чувствует» из-
менение акустического импеданса механической 
КС в  зависимости от  физико-механических ха-
рактеристик исследуемого материала и от состо-
яния конструкции при появлении дефектов [12, 
17–21].

На рисунке 2 представлен эскиз УЗ‑излучателя 
резонансного типа. Пьезоактюатор излучателя 
расположен на  одной оси с  датчиком силы (ДС), 
толкателем, с  упругим элементом предваритель-
ного поджатия и  исследуемым объектом (нагруз-
кой, для случая на  рисунке 2б). В  конструкции 
УЗ‑излучателя присутствуют датчики для измере-
ния ускорений толкателя и корпуса, силы от пье-
зоактюатора.

Сигналы (ускорение корпуса, ускорение тол-
кателя) с  акселерометров AP10 обрабатывались 
на  предварительном усилителе ZET 440 фирмы 
ZETLAB. ДС пьезоактюатора представляет собой 
предварительно прокалиброванный пьезоактюатор.

На  осциллографе GDS‑72104E фирмы GW 
Instek снимаются сигналы: Ẍkor – ​ускорение корпу-
са; Ẍtol – ​ускорение толкателя; F – ​сила, развивае-
мая пьезоактюатором; Uпит  – ​питающее напряже-
ние пьезоактюатора.

Коэффициенты преобразования сигналов 
датчиков в  физические величины приведены 
в таблице 1.

Экспериментальные исследования по  опреде-
лению модуля упругости образцов из  материала 

дюралюминия при статической нагрузке прово-
дились на  испытательной машине Instron 5948 
MicroTester в соответствии с ГОСТ 1497 [1].

Для экспериментальных исследований из-
готовлены образцы из  дюралюминия (для 
УЗ‑излучателя: образец в  форме пластинки, раз-
мером 30х15х1,85  мм, в  количестве 5 шт.; для 
Instron 5948 MicroTester: образец в форме лопатки, 
в соответствии с ГОСТ 1497, в количестве 10 шт.) 
и  из  полиметилметакрилата (ПММА) (образец 
в форме пластинки, размером 30х15х2,6 мм, в ко-
личестве 5 шт.).

Кроме основного режима работы 
УЗ‑излучателя (рисунок 2а) возможны два осо-
бых режима работы:

Рисунок 2. Схема экспериментальной 
установки исследования работы УЗ‑излучателя: 

а – ​случай КЗ; б – ​случай с нагрузкой в виде 
образца материала, расположенного на двух 

опорах; 1 – ​корпус, 2 – ​пьезоактюатор 
АПМ‑2–7, 3 – ​ДС, 4 – ​толкатель, 5 – ​упругий 

элемент предварительного поджатия, 6 – ​датчик 
ускорения толкателя (индентора), 7 – ​датчик 

ускорения корпуса, 8 – ​направляющие,  
9 – ​пригруз, 10 – ​индентор, 11 – ​образец,  

12 – ​опоры

а      б

Таблица 1
Коэффициенты преобразования сигналов датчиков в физические величины

Наименование датчика Обозначение Коэффициент преобразования

Ускорение корпуса Ẍkor 0,174 мВ/м/с2

Ускорение толкателя Ẍtol 0,231 мВ/м/с2

Сила пьезоактюатора F 3,54 мВ/Н
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–  режим холостого хода (ХХ), когда пьезоак-
тюатор полностью зажат и вибросмещение равно 
нулю;

–  режим короткого замыкания (КЗ), когда пье-
зоактюатор свободен и  вибросмещение макси-
мальное, а сила на нагрузки равна нулю.

2. Алгоритм применения 
предлагаемого метода

В  результате исследования работы 
УЗ‑излучателя в режиме КЗ, проводимого в соот-
ветствии со  схемой на  рисунке 2а, определяется 
диапазон частот, при котором все элементы КС 
УЗ‑излучателя движутся синхронно  – ​режим гар-
монических колебаний. На основе анализа экспе-
риментальных данных строятся АЧХ ускорения 
толкателя и  силы пьезоактюатора УЗ‑излучателя 
(рисунки 3  и 4).

Учитывая выражение (2), модуль механическо-
го импеданса без учета R и с переходом от вибро-

скорости к  виброускорению при 
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 имеет 
вид (3):
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Сокращая левую и  правую части выражения 
(3) на общий член ω, получаем (4):
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Жесткость КС определяется из выражения (4):
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где Ẍ – ​амплитуда ускорения индентора КС, в м/с2; 
Мпч  – ​масса подвижных частей УЗ‑излучателя, 
в  кг. На  основе анализа работы УЗ‑излучателя 
в режиме КЗ определяется жесткость конструкции 
УЗ‑излучателя.

Предполагается, что
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где Kоб – ​жесткость испытываемого образца, в Н/м; 
Kкз – ​жесткость УЗ‑излучателя в режиме КЗ, в Н/м.
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где Mкз – ​масса подвижных частей УЗ‑излучателя 
в режиме КЗ, в кг; Mоб – ​масса испытываемого об-
разца, в кг.

Параметры КС в  режиме КЗ определяются 
по АЧХ КЗ УЗ-излучателя:

1. Выбирается частота в  диапазоне РГК КС 
УЗ‑излучателя – ​f, в Гц.

2. По  экспериментальным характеристи-
кам определяется значение виброускорения КС 
УЗ‑излучателя для частоты f – ​Ẍ, в м/с2.

3. По  экспериментальным характеристикам 
ДС находится значение амплитуды силы пьезоак-
тюатора для частоты f – ​F, в H.

4. Жесткость УЗ‑излучателя Ккз определяет-
ся из  эксперимента на  его статическое сжатие 
на универсальной испытательной машине, напри-
мер Instron 5948.

Масса Мпч при режиме КЗ рассчитывается 
из выражения (4).

Алгоритм определения модуля упругости об-
разца (схема испытания приведена на рисунке 2б):

1. Выбирается частота в  диапазоне РГК КС 
УЗ‑излучателя – ​f, в Гц.

2. По  экспериментальным характеристикам 
определяется значение виброускорения КС 
УЗ‑излучателя для частоты f – ​Ẍ, в м/с2.

3. По  экспериментальным характеристикам 
ДС находится значение амплитуды силы пьезоак-
тюатора для частоты f – ​F, в H.

4. Допускаем Мкз = Мпч при частоте f. Тогда 
жесткость образца определяется из выражения:
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и модуль упругости материала образца равен:
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где Ψ  – ​функция, определяемая решением кон-
тактной задачи взаимодействия индентора с  по-
верхностью образца и его закреплением; l, b, h – ​
геометрические размеры исследуемого образца 
материала.

В случае если образец опирается на две опоры 
и  представляет собой классическую однопролет-
ную двухконсольную балку, для расчета модуля 
упругости образца применимо инженерное соот-
ношение из [22]:
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где l  – ​расстояние между опорами, b  – ​ширина 
и h – ​толщина исследуемого образца материала.

3. Экспериментальные 
исследования образцов 
дюралюминия

В результате проведенных экспериментальных 
исследований определен РГК для КС УЗ‑излучателя 
в режиме КЗ (рисунки 3 и 4). РГК для данной КС 
лежит в диапазоне частот 21,8–22,5 кГц.

Эксперимент по определению модуля упруго-
сти образца проводился в соответствии со схемой, 
приведенной на рисунке 2б. В соответствии с при-
веденным ранее алгоритмом определен модуль 
упругости материала образцов из  дюралюминия 
Eал = 59 ГПа.

Погрешность определения жесткости образца 
не превышала 10 %. Соответственно, при данной 
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погрешности наиболее вероятное значение модуля 
упругости находится в диапазоне от 53до 65 ГПа.

Энергия КС в зависимости от частоты питаю-
щего напряжения рассчитывается по формуле.

	

( )пч .F KZ R j MV= = + ω⋅ − ω  

( )2
2

пч ,F KZ R MV= = + ω⋅ − ω  

XV = ω
  

пч
( .F KZ MX

⋅ω)= = ω⋅ − ω

 

2пч .F KMX = −
ω

 

( )2
сис пч ,FK M X= ω −



 

сис об кз ,K K K= +  

сис об кз ,M M M= +  

об сис кз ,K K K= −  

об ( , , ),E K h l b= ⋅Ψ  

3
3об ,4

lE K h b= ⋅
⋅ ⋅

 

сис .2
F XW ⋅=  	 (11)

Эксперименты позволяют говорить о  малом 
энергетическом воздействии УЗ‑излучателя 
на объект исследования. Амплитуда энергии в ди-

апазоне гармонических сигналов лежит в  преде-
лах  – ​4∙10–8 Дж.  Испытуемый образец при такой 
энергии воздействия за время эксперимента 30–60 
секунд нагреться не успевает.

Для проверки результатов предлагаемого ме-
тода дополнительно проведены испытания об-
разцов растяжением из  дюралюминия для опре-
деления модуля упругости материала на  испы-
тательной машине Instron 5948. По  результатам 
экспериментов модуль упругости дюралюминия 

Рисунок 3. Экспериментальные зависимости вибросмещений работы КС: 1 – ​режим КЗ,  
2 – ​образец дюралюминия, 3 – ​образец ПММА, 4 – ​диапазон частот РГК

Рисунок 4. Экспериментальные зависимости силы при работе КС: 1 – ​режим КЗ,  
2 – ​образец дюралюминия, 3 – ​образец ПММА, 4 – ​диапазон частот РГК
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составил 63  ГПа. Отклонение значения модуля 
упругости образцов дюралюминия, определенно-
го по предлагаемому методу, от значения модуля 
упругости, определенного по ГОСТ 1497, не пре-
вышает 7 %.

4. Экспериментальные 
исследования образцов 
из ПММА

Модуль упругости исследуемых образцов 
определен классическим методом упругой де-
формации изгиба при статическом воздействии. 
Пластины прямоугольного сечения из исследуемо-
го ПММА жестко зажаты с одной стороны и пред-
ставляют собой консольную балку. Нагружение 
свободного конца консольной балки постоянной 
силой произведено в  диапазоне упругой дефор-
мации материала. В условиях равновесия опреде-
лен максимальный прогиб пластин под действием 
приложенной силы, который характеризует жест-
кость конструкции и упругие свойства материала 
согласно закону Гука.

В соответствии с (10) определен модуль упру-
гости ПММА при статическом нагружении пла-
стины толщиной 2,6  мм, равный 3,27 ГПа. В  со-
ответствии с  информацией, приведенной в  [22], 
значение модуля упругости ПММА находится 
в диапазоне от 2 до 4 ГПа. Жесткость образца при 
статической нагрузке равна K = 5·105 Н/м.

Экспериментальные данные, полученные при 
динамическом нагружении, показывают увели-
чение значений жесткости и  модуля упругости 
ПММА за  счет изменения свойств материала от-
носительно их значений при статическом нагру-

жении. Так, увеличение жесткости и модуля упру-
гости материала ПММА с  повышением частоты 
динамического воздействия от  0,3 до  1 кГц под-
тверждается исследованием [10].

Рост значения модуля упругости до 5 ГПа при 
высокоскоростной деформации в  случае ударно-
волнового деформирования ПММА отмечен 
в исследовании [6]. Используя данные статьи [6], 
определен модуль упругости образца из  ПММА 
при частоте 22,2 кГц (скорость деформации 
Vε = 2,1 c‑1), он составляет 5 ГПа.

В соответствии с приведенным ранее алгорит-
мом определен модуль упругости материала об-
разцов ПММА Е = 5,1 ГПа.

По результатам проведенных эксперименталь-
ных исследований и  информации из  сторонних 
источников составлена зависимость модуля упру-
гости материала ПММА от частоты механическо-
го воздействия (рисунок 5).

Заключение

В работе представлен метод локального дина-
мического воздействия на поверхность материала 
для определения физико-механических характе-
ристик материалов. Энергия механического воз-
действия на исследуемый образец имеет порядок 
10–8 Дж, что говорит о низком уровне воздействия 
УЗ‑излучателя на исследуемый образец.

На  основе проведенных эксперименталь-
ных исследований на  образцах дюралюминия 
и ПММА выявлен интервал частот, где временные 
зависимости силы, ускорения и питающего напря-
жения являются гармоническими функциями, что 
позволяет применять известные простые методы 

Рисунок 5. Зависимость модуля упругости ПММА от частоты механического воздействия.  
Точки на кривой: 2 и 8 – ​результаты проведенных экспериментальных исследований;  

1 и 3–7 – ​результаты сторонних исследований [3–7, 10] (1 – ​[3,5], 3–[4], 4 – ​[7], 5 и 6 – ​[10], 7 – ​[6])
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обработки без сложной аппаратуры и  существен-
ной потери информации.

Разработанный метод позволяет определять 
модуль упругости материалов в  зависимости 
от  частоты механического воздействия с  погреш-
ностью не более 10 %.
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DETERMINATION OF THE ELASTIC MODULUS  
OF MATERIALS BY THE IMPEDANCE METHOD

A. V. Azin, S. V. Ponomarev,  
S. V. Rikkonen, A. V. Vasilyev

Tomsk State University 
Tomsk, The Russian Federation

The impedance method is widely used for non-destructive testing of structural elements of 
space technology. However, this method is not used to determine the physical and mechanical 
characteristics of materials. The aim of the work is to expand the capabilities of the impedance 
method for determining the modulus of material elasticity. A method of local dynamic action 
on the surface of the material is proposed. This method contains an algorithm for analyzing 
the components of mechanical impedance to determine the elastic modulus of a material. To 
implement the proposed method, an ultrasonic emitter with an indenter is used for contact 
action on the surface of the material under study. The ultrasonic emitter contains acceleration 
and force sensors. To obtain information about the physical and mechanical characteristics of 
the material, a certain frequency range is used. The frequency range is determined from the 
condition – ​all signals of the ultrasonic emitter sensors have a harmonic shape. This condition 
allows us to use simple mathematical methods for processing experimental data (symbolic 
method of system analysis and rules for converting electrical circuits) without losing information 
about the object. The proposed method makes it possible to determine the elastic modulus of 
materials depending on the frequency of mechanical impact with an error of no more than 10 %.

Keywords: non-destructive testing, elastic modulus, impedance method, ultrasonic emitter.
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УПРАВЛЕНИЕ СИСТЕМАМИ,  
ВКЛЮЧАЮЩИМИ В СЕБЯ ОБЪЕКТЫ УПРАВЛЕНИЯ  
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В статье рассматривается новый алгоритм управления системами с длительными пере-
ходными процессами. Актуальность исследования обусловлена растущим использованием 
малых космических аппаратов для различных целей, включая научные исследования, связь 
и наблюдение. Эти аппараты имеют ограниченный ресурс корректировки движения 
из-за износа дополнительных двигателей и ограниченного объёма рабочего тела. Разра-
ботка и внедрение новых алгоритмов управления, направленных на сокращение времени 
корректировки (переходного процесса), могут значительно повысить эффективность 
использования малых космических аппаратов. Это не только увеличит срок их службы, 
но и позволит расширить возможности их применения в различных областях. Разрабо-
танный алгоритм основан на непараметрической оценке функции регрессии и состоит 
из двух частей: накопленного опыта об объекте и поискового шага. В качестве объекта 
управления был взят безынерционный процесс, управляемый П‑регулятором. В такой 
системе возникает переходный процесс. Для оценки эффективности управления было 
выбрано время переходного процесса как критерий. Проведённое сравнение показало, что 
управление системой с помощью П‑регулятора менее эффективно по сравнению с разра-
ботанным алгоритмом. Результаты исследования могут быть полезны для разработки 
более эффективных систем управления, особенно в условиях, когда требуется высокая 

скорость регулирования.

Ключевые слова: П‑регулятор, система управления, непараметрическая оценка функ-
ции регрессии, переходный процесс, малые космические аппараты.

Введение

В  настоящее время малые космические аппа-
раты (МКА) широко используются для решения 
различных задач, таких как научные исследова-
ния, связь, наблюдение и другие. Они представля-
ют собой важный инструмент для развития косми-
ческих технологий и  расширения наших знаний 
о  космосе. Однако каждый МКА имеет ограни-
ченный ресурс корректировки движения, что об-
условлено износом дополнительных двигателей 
и ограниченным объёмом рабочего тела.

Одним из способов повышения эффективности 
использования МКА является разработка и внедре-
ние новых алгоритмов управления, направленных 
на  сокращение времени корректировки (переход-
ного процесса). Это позволит не только увеличить 
срок службы аппаратов, но и расширить возможно-
сти их применения в различных областях.
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РАКЕТНО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА

Целью данной работы является разработка 
алгоритма управления, основанного на  непара-
метрической оценке функции регрессии, который 
позволит снизить время переходного процесса 
в объектах управления.

Результаты данной работы могут быть исполь-
зованы для разработки более эффективных систем 
управления МКА, что позволит повысить их эф-
фективность и продлить срок службы.

В  настоящее время основными инструмента-
ми управления в  различных отраслях являются 
П-, И- и  ПИД‑регуляторы [1–4]. П‑регуляторы, 
И‑регуляторы и  ПИД‑регуляторы остаются по-
пулярными благодаря своей простоте, эффектив-
ности, гибкости и широкому спектру применения.

Также для управления техническими систе-
мами активно применяются адаптивные (самона-
страивающиеся) системы управления. Подобные 
системы управления позволяют настроить схему 
управления на  эффективную работу без участия 
оператора и  в  настоящее время активно развива-
ются [5–8]. Используются адаптивные системы 
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во  многих технологических, производственных 
процессах, а  также в  других областях человече-
ской деятельности (экономика, социология и др.).

Вышеописанные типы регуляторов при долж-
ной настройке качественно решают задачу управ-
ления различными процессами. Тем не  менее 
разработка новых методов и  алгоритмов управ-
ления, позволяющих снизить время переходного 
процесса, продолжает оставаться актуальной за-
дачей.

В  статье рассматривается задача эффективно-
го управления системой, имеющей длительный 
переходный процесс. В  качестве такой системы 
рассматривается совокупность из  объекта управ-
ления и П‑регулятора.

Дело в  том, что если объект управления 
и управляющее устройство объединить в единую 
систему и относиться к ней как к отдельному объ-
екту типа «черный ящик», то можно обнаружить, 
что эта система обладает некоторыми особенно-
стями, например, может появиться меняющаяся 
от случая к случаю переходная функция (в связи 
с адаптацией алгоритма управления). Это превра-
щает такую систему в достаточную и модифици-
руемую математическую модель для первичной 
апробации новых разрабатываемых алгоритмов 
управления.

1. Постановка задачи

Рассмотрим схему управляемого процесса 
(рисунок 1).

Модель, которая будет использоваться в  экс-
перименте и  имитировать управляемую систему, 
применяется только для получения выборки на-

блюдений. Важно отметить, что эта модель не-
известна алгоритму управления. В  ином случае 
было  бы разумно сформировать алгоритм управ-
ления, основанный на функциональной зависимо-
сти между входом и выходом.

В рамках статьи изучается процесс управления 
системой с  непараметрической неопределенно-
стью [9]. Соответственно, алгоритму управления 
известны только сведения качественного харак-
тера о процессе, например, то, что объект управ-
ления является безынерционным, имеется одно-
значное и единое соответствие между выходными 
параметрами и входными воздействиями.

Продемонстрируем схему управляемого про-
цесса (рисунок 1):

На  рисунке 1 приняты следующие обозначе-
ния: u(t) – ​управляемая переменная, x(t) – ​выход-
ная (контролируемая) переменная, x*(t)  – ​внеш-
нее задающее воздействие, xу(t)  – ​задающее 
воздействие, сформированное адаптивным регу-
лятором. Объект управления является безынер-
ционным.

Задача состоит в  формировании такого алго-
ритма адаптируемого регулятора, который позво-
лит эффективно приводить управляемую систему 
к состоянию x*(t) с учетом возникшего переходно-
го процесса. В качестве критерия эффективности 
взято время переходного процесса. Для управле-
ния переходными процессами используется прин-
цип «перемены цели», описанный в [10]. Принцип 
«перемены цели» состоит в динамическом измене-
нии целевых показателей системы на основе ана-
лиза текущей ситуации. Это позволяет оптимизи-
ровать процесс регулирования и уменьшить время 
перехода к желаемому состоянию.

Рисунок 1. Схема управляемого процесса
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2. Непараметрическая оценка 
функции регрессии

Непараметрическая регрессия – ​это метод ста-
тистического анализа, который используется для 
построения непараметрической функции, связы-
вающей несколько переменных [9, 11–14]. В  от-
личие от  параметрических методов, где предпо-
лагается определённая форма функции (например, 
линейная или квадратичная), непараметрические 
методы основаны на использовании ядерных оце-
нок, которые позволяют учесть локальные особен-
ности данных.

Одним из  основных преимуществ непараме-
трической регрессии является её гибкость и  спо-
собность адаптироваться к  различным формам 
зависимости между переменными. Это делает 
её особенно полезной в ситуациях, когда данные 
имеют сложную структуру.

Ядерные функции играют ключевую роль 
в  непараметрических методах оценки функции 
регрессии. Они применяются для распределения 
весов по  выборке наблюдений, которые в  даль-
нейшем используются для оценки значения про-
гнозируемой переменной. Вот некоторые из наи-
более распространённых видов ядерных функ-
ций:

Гауссово ядро (нормальное ядро) – ​одна из са-
мых популярных ядерных функций, которая зада-
ётся формулой
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где m – ​вектор признаков. Гауссово ядро придаёт 
больший вес ближайшим соседям и убывает с уве-
личением расстояния между точками, что делает 
его особенно полезным для учёта локальных осо-
бенностей данных.

Косинусоидальное ядро: задаётся как  
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Выбор подходящей ядерной функции зависит 
от  конкретной задачи и  характеристик данных. 
Например, Гауссово ядро часто используется для 
учёта локальных особенностей и может быть эф-
фективно в задачах с большим количеством пере-
менных. В исследовании в разработке алгоритма 
управления использовалось это ядро.

3. Разработанный алгоритм 
управления

Разработанный алгоритм управления от-
носится к  обучающимся системам управления. 
Основным принципом, который положен в основу 
построения систем автоматического управления 
(в  классических регуляторах), является принцип 

управления по  отклонению или принцип отрица-
тельной обратной связи.

Малое количество априорной информации 
об объекте приводит к необходимости совмещать 
изучение объекта и управление им. Именно с этой 
целью в  рамках исследования разработан алго-
ритм управления, включающий в себя поисковый 
шаг и учет опыта управления объектом.

Математическое описание разработанного ал-
горитма можно представить следующим образом:
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где xy(x*(t), x(t), x(t–1))  – ​сформированный вход 
на П‑регулятор; M(x*(t), x(t), x(t–1)) – ​собранный 
опыт в управлении объектом; Δx(x*(t), x(t)) – ​поис-
ковый шаг.

Формирование опыта управления
Обучающая выборка для алгоритма непара-

метрической регрессии представляет собой раз-
ность между требуемым состоянием объекта и его 
текущим состоянием. Это означает, что вместо 
подбора задающего воздействия подбирается шаг, 
на  который необходимо изменить задающее воз-
действие.

Опыт управления в  алгоритме формирует-
ся следующим образом. Формируется выбор-
ка наблюдений, состоящая из  разницы между 
выходным значением и  задающим значением 

21
21( ) ,

2
m

K m e
−

=
π

 

( ) cos .
4 2
π πK m = m 

 
 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * *1 ,yx x t ,x t ,x t = M x t ,x t + x x t ,x t− ∆  

( ) ( ) ( )( )* 1yx x t ,x t ,x t −  

( ) ( ) ( )( )* 1M x t ,x t ,x t −  

( ) ( )( )*x x t ,x t∆  

( )* 1 ,s i ix = x , x ,i = ,n∆ ∆  

* * ,i i ix = x x∆ −  

1i i ix = x x −∆ −  

( ) ( )( )
*

2* *

2

,

n
i

i
i= s

S n n
i

i= s

x xx Φ
c

M x t ,x t ,x = x
x xΦ

c

 ∆ − ∆
∆  

 ∆ +
 ∆ − ∆
 
 

∑

∑
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * .x x t ,x t = K x t x t−  

( ) 2 16 10.x u = u u +−  

( )* 1 ,s i ix = x , x ,i = ,n∆ ∆  

* 0.2,ε= x x < ζ,ζ =−  

 где n  – ​объем выборки на-
блюдений, 
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где Ф – ​ядро Гаусса (1).

Поисковый шаг
Поисковый шаг является второй составляю-

щей алгоритма управления. Он позволяет опреде-
лить направление изменения задающего воздей-
ствия на основе опыта управления.

Размер поискового шага может быть фиксиро-
ванным или адаптивным. В первом случае размер 
шага определяется заранее и не изменяется в про-
цессе работы алгоритма. Во втором случае размер 
шага может изменяться в  зависимости от резуль-
татов предыдущих шагов.

Адаптивный размер шага позволяет более 
точно настроить алгоритм под конкретный объ-
ект управления и  обеспечить более эффективное 
управление.

Важно отметить, что «неудачная» настройка 
поискового шага может привести к  нестабиль-
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ности всей управляемой системы. В связи с этим 
важно не  пренебрегать этой частью алгоритма 
управления.

В  качестве поискового шага при проведе-
нии исследования был взят принцип работы 
П‑регулятора, при К=0.4.
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Таким образом, данный алгоритм управления 
представляет собой сочетание опыта управления, 
полученного с помощью алгоритма непараметри-
ческой оценки функции регрессии, и  поискового 
шага, который определяет направление изменения 
задающего воздействия. Такой подход позволяет 
обеспечить эффективное управление объектом 
и учесть его специфику.

4. Математическая модель 
анализируемого процесса

В ходе построения математической модели бу-
дет рассмотрен процесс, описанный на рисунке 1. 
Используется объект, описываемый следующим 
равенством:
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Как отображено на рисунке 1, процесс объеди-
нен в контур с П‑регулятором. В проводившемся 
исследовании пропорциональный коэффициент 
П‑регулятора Kp=1.14.

На  первом этапе анализировалась способ-
ность П‑регулятора управлять таким объектом. 

Результаты управления представлены на  ри-
сунке 2.

Хотелось  бы обратить внимание на  2 зоны, 
выделенные овалами. На  них отчетливо вид-
но, что изменение выходного значения объекта 
на  единицу времени зависит от  разницы между 
задающим воздействием и  текущим состоянием 
объекта. Иными словами, возможно дать задаю-
щее значение, при котором достижение объектом 
требуемого состояния будет быстрее, чем при 
уравнении задающего значения и требуемого со-
стояния.

Повторно отметим, что эта математическая 
модель используется для «симуляции» системы 
с длительным переходным процессом.

5. Управление изучаемой 
системой разработанным 
алгоритмом управления

Постановка эксперимента
Была поставлена серия экспериментов по  ис-

следованию эффективности разработанного адап-
тивного алгоритма управления при управлении 
системой, состоящей из  безынерционного объ-
екта и П‑регулятора (рисунок 1). Эффективность 
выражается в  сокращении времени переходно-
го процесса при управлении системой благодаря 
технологии «смены цели», встроенной в систему 
управления.

Для осуществления эксперимента было раз-
работано специальное программное обеспечение 

Рисунок 2. Управление представленным объектом при помощи П‑регулятора
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(СПО). Разработанное СПО представляет собой 
набор модулей, к  каждому из  которых можно 
подключить источник данных на вход или выход. 
Модули бывают следующего типа:

–  Объект управления;
–  П‑регулятор;
–  ПИД‑регулятор;
–  Разработанный адаптивный регулятор.
В качестве источника данных могут использо-

ваться:
–  Данные с текстового файла;
–  Данные с другого модуля.
В качестве потребителя данных может исполь-

зоваться:
–  Текстовый файл;
–  Другой модуль.
Для построения эксперимента была сформи-

рована обучающая выборка 
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где n  – ​объем выборки наблюдений, n  =  1000. 
Обучающая выборка была сгенерирована путем 
изменения задающего воздействия каждые 50 ите-
раций случайным образом. Процесс управления 
представлен на рисунке 3.

Результаты эксперимента
Представим результаты эксперимента. В  пер-

вую очередь отобразим ключевые точки, на кото-
рых было произведено изменение задающего зна-
чения (таблица 1).

В  качестве критерия эффективности рас-
смотрим процент итераций, при которых 
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* 0.2,ε= x x < ζ,ζ =−   такая характеристика позво-

лит определить степень эффективности предлага-
емого алгоритма.

В качестве первого эксперимента предлагает-
ся не применять внешний регулятор. Результаты 
управления продемонстрированы на рисунке 4.

В первом эксперименте ε = 68 %. Как мы ви-
дим из рисунка 4, при частой смене задающих воз-
действий управляемая система почти треть време-
ни не достигает задающего воздействия.

В  качестве заключительного эксперимента 
в  качестве внешнего регулятора был применен 
разработанный адаптивный алгоритм. Результаты 
управления продемонстрированы на рисунке 5.

В  заключительном эксперименте ε  =  92  %. 
Эксперимент на  рисунке 5 подтверждает эффек-

Рисунок 3. Процесс формирования обучающей выборки

Таблица 1
Изменение задающего воздействия

Номер итерации x*

0 10
10 2
20 8
30 9
40 0
50 3
60 4
70 7
80 8
90 4
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тивность разработанного алгоритма. Это позво-
ляет предположить, что сформированный подход 
по  управлению может увеличить эффективность 
управления процессами с  длительными переход-
ными процессами.

Заключение

В  ходе эксперимента была подтверждена эф-
фективность разработанного алгоритма управ-
ления. Разработанный алгоритм управления от-

Рисунок 4. Саморегулирование системы управления

Рисунок 5. Управление исследуемой системой при помощи разработанного алгоритма
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носится к  классу дуального управления [15–17]. 
Обучение алгоритма происходит при помощи 
непараметрической оценки функции регрессии. 
Благодаря технологии «смены цели», встроен-
ной в алгоритм, время переходного процесса при 
управлении системой сократилось кратно. Это по-
зволяет сделать вывод о  том, что разработанный 
подход может быть успешно применён для управ-
ления различными системами.

Дальнейшие исследования будут направле-
ны на  более детальное изучение работы алго-
ритма в  разных условиях. Также планируется 

адаптировать разработанный алгоритм управ-
ления исследуемым объектом в случае наличия 
«неравномерности» в переходном процессе объ-
екта, а  также для управления многомерными 
объектами.
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CONTROL OF SYSTEMS INCLUDING CONTROL OBJECTS 
AND PARAMETRIC REGULATORS

E. D. Mikhov, A. V. Karavanov
Siberian Federal University 

Krasnoyarsk, The Russian Federation

The article discusses a new control algorithm for systems with long transient processes. The 
relevance of the study is due to the growing use of small spacecraft for various purposes, 
including scientific research, communication and observation. These devices have a limited 
resource for adjusting motion due to the wear of additional engines and a limited volume of the 
working fluid. Development and implementation of new control algorithms aimed at reducing 
the correction time (transient process) can significantly improve the efficiency of using small 
spacecraft. This will not only increase their service life, but will also expand the possibilities 
of their application in various fields. The developed algorithm is based on a nonparametric 
estimate of the regression function and consists of two parts: accumulated experience about 
the object and a search step. An inertialess process controlled by a P‑controller was taken as 
the control object. A transient process occurs in such a system. The transient process time was 
chosen as a criterion to evaluate the control efficiency. The comparison showed that control of 
the system using a P‑controller is less efficient than the developed algorithm. The results of the 
study can be useful for developing more efficient control systems, especially in conditions where 

high control speed is required.

Keywords: P‑controller, control system, nonparametric estimation of the regression function, 
transient process, small spacecraft.
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В статье рассматриваются анизогридные сетчатые оболочечные конструкции из ком-
позиционных материалов. Цель работы – ​исследовать анизогридные оболочки на проч-
ность, устойчивость и жесткость при кручении. На основе разработанной параметри-
ческой конечно-элементной модели исходной конструкции проводился многофактор-
ный вычислительный эксперимент. Построение моделей проводилось в  программном 
комплексе ANSYS. Рассматривались два подхода к моделированию: построение оболочки 
последовательным заданием семейств ребер и выделение структурного элемента обо-
лочки с последующим копированием его по окружности. Выбран наименее трудоемкий 
и  ресурсоемкий подход для персонального компьютера. Анализ напряженного состоя-
ния исходной сетчатой конструкции при кручении показал: спиральные ребра с накло-
ном влево сжимаются, с наклоном вправо растягиваются, кольцевые ребра работают 
на растяжение и сжатие. По результатам вычислительного эксперимента были опре-
делены зависимости максимальных продольных напряжений в ребрах от изменения угла 
наклона спирального ребра к образующей, количество пар спиральных ребер и толщи-
на реберной конструкции. Исследовались прочность, устойчивость и  жесткость кон-
струкций при кручении с учетом изменения параметров реберной структуры. По ито-
гу исследования выбирались две самые жесткие, прочные и  устойчивые конструкции, 
в которых исключались по два вертикальных структурных элемента. Таким образом, 
на  прочность, устойчивость и  жесткость исследовался новый тип анизогридной ци-

линдрической конструкции, содержащий вертикальные разрезы.

Ключевые слова: анизогридные конструкции, прочность, устойчивость и  жесткость, 
ANSYS, многофакторный вычислительный эксперимент.
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НОВЫЕ МАТЕРИАЛЫ И ТЕХНОЛОГИИ  
В КОСМИЧЕСКОЙ ТЕХНИКЕ

Введение

В  космической, авиационной и  строительной 
отраслях используются сетчатые оболочки раз-
личной конфигурации и назначения [1, 2]. Их при-
менение обусловлено сочетанием высоких проч-
ностных характеристик, малого веса и связности 
систем [3–5].

Такая конструкция позволяет изменять пара-
метры сетчатой структуры при постоянной массе 
оболочки.

Композитная сетчатая цилиндрическая обо-
лочка состоит из  спиральных ребер с  наклоном 
влево и вправо, кольцевых ребер (рисунок 1), ко-
торые изготовлены из  высокомодульных однона-
правленных композитных материалов с  высокой 
удельной жесткостью и прочностью.

1. Описание исходной 
конструкции  
и постановка задачи

Приведена исходная цилиндрическая сетчатая 
оболочка без обшивки с  72 парами спиральных 
ребер и  углом наклона спирального ребра к  об-
разующей 19°. Параметры конструкции указаны 
в таблице 1.

В таблице 2 представлены геометрические па-
раметры сетчатой структуры исходной конструк-
ции.

Анизогридная оболочка изготовлена из компо-
зитного материала из  углеродного волокна с  ха-
рактеристиками материала, указанными в  табли-
це 3.

В  рабочем состоянии в  безвоздушном про-
странстве кромка нижнего шпангоута жестко 
крепится к другим силовым элементам изделия, 
а  верхняя испытывает кручение. Примем, что 
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а                                                                                    б
Рисунок 1. Геометрические параметры реберной структуры (H – ​высота конструкции; D – ​диаметр; hкол – ​высота кольцевых 
ребер; hсп – ​высота спиральных ребер; b – ​толщина реберной структуры; α – ​угол наклона спирального ребра к образующей: 
а – ​исходная конструкция; б – ​вынесенная ромбическая ячейка)

Таблица 1
Параметры исходной конструкции

Высота конструкции,  
H, м

Диаметр конструкции,  
D, м

Угол наклона спирального 
ребра к образующей, α, °

Масса конструкции, 
М, кг

5.585 2.560 19 165

Таблица 2
Значения геометрических параметров реберной структуры  

исходной сетчатой цилиндрической оболочки

Высота реберной структуры,  
h·10–3 м

Толщина реберной структуры,  
δ·10–3 м

Шпангоуты 30 18
Спиральные ребра 6 14
Кольцевые ребра 3 14

Таблица 3
Параметры исходной конструкции

E, ГПа ν ρ, кг/м3

190 0.3 1781

масса сетчатой оболочки постоянна, при этом 
реберная структура должна удовлетворять тре-
бованиям по  прочности, устойчивости и  жест-
кости. Изменение значений геометрических 
и структурных параметров сетки позволяет сге-
нерировать семейство анизогридных оболочек 
с  фиксированной массой, но  различного меха-
низма отклика на  прикладываемую нагрузку. 
В связи с чем целесообразно провести исследо-
вание влияния параметров реберной структуры 
оболочки на  прочность, устойчивость и  жест-

кость при крутящем моменте, равном 1  тонна-
сила на метр.

2. Моделирование анизогридной 
конструкции в ANSYS 
Mechanical APDL

Моделирование в  программном модуле 
ANSYS Mechanical APDL проводилось с  учетом 
выбора наименее затратных по времени и памяти 
ресурсов ПК. Исследовались два подхода к  по-
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строению дискретных моделей [6]. Рассмотрим 
эти подходы более подробно.

Первый подход
Первый подход к построению цилиндрической 

реберной структуры называется последователь-
ным, поскольку заключается в последовательном 
написании циклов для каждого семейства ребер. 
Этот подход состоит из трех этапов (рисунок 2).

На  первом шаге задаются точки, образо-
ванные пересечением спиральных и  кольцевых 
ребер. На  втором шаге задаются линии, соеди-
няющие точки первого шага, и для каждого се-
мейства ребер формируется цикл. На  рисунке 
2 показана блок-схема формирования трех се-
мейств ребер.

Второй подход
Второй подход к  моделированию оболочки 

основан на  выделении структурного элемента 
(рисунок 3а), который впоследствии копируется, 
образуя сетчатую структуру (рисунок 3б).

Дополнительно вводится понятие плотности 
реберной структуры. Под плотностью реберной 
структуры понимается отношение площади по-
верхности анизогридной оболочки к площади по-
верхности сплошной цилиндрической оболочки.

Для определения эффективности приведен-
ных выше подходов построения анизогридных 
сеток был проведен анализ времени, затрачивае-
мого персональной ЭВМ на построение конечно-
элементных сетчатых оболочечных конструкций 
различной плотности. На  рисунке 4 приведе-

Рисунок 2. Блок-схема построения сетчатой оболочки последовательным заданием семейств ребер
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ны зависимости времени построения и  расчета 
напряженно-деформированного состояния (НДС) 
оболочки в ANSYS Mechanical APDL от  плотно-
сти реберной конструкции.

Анализ рисунка 4 позволяет нам сделать сле-
дующий вывод: второй подход к построению дис-
кретной модели оболочки является более затрат-
ным, чем первый. Время увеличивается со сгуще-
нием структуры ребер.

В  дальнейшем в  исследовании применялся 
подход с тиражированием структурного элемента 
при моделировании сетчатых оболочек.

При моделировании конструкции было ис-
пользовано два типа конечных элементов [7–11]. 

В  реберную структуру анизогридной конструк-
ции закладывался балочный двухузловой элемент 
с шестью степенями свободы на каждый из узлов 
BEAM4. Нагрузка прикладывалась к  конструк-
ции через мнимый узел, расположенный в центре 
верхнего шпангоута. После построения параме-
трической конечно-элементной модели оболочки 
и  определения значений геометрических пара-
метров реберной структуры задаются гранич-
ные условия и нагрузки (рисунок 5). К мнимому 
узлу прикладывается крутящий момент, равный 
1 тонна-сила на метр. На нижнем шпангоуте в уз-
лах дискретной модели располагаются сфериче-
ские шарниры.

Рисунок 3. Схема построения сетчатой оболочки с помощью структурного элемента
а б

t, c

n

Рисунок 4. Зависимость времени построения t и расчета НДС сетчатых конструкций от плотности 
реберной структуры оболочек: n – ​номер конструкции 1–30 пар спиральных ребер; 2–45 пар спиральных 

ребер; 3–60 пар спиральных ребер; 4–75 пар спиральных ребер; 5–90 пар спиральных ребер
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3. Исследование  
исходной конструкции 
на прочность, устойчивость 
и жесткость

Прочность исходной конструкции. 
Исследовалось НДС [12] цилиндрической сет-
чатой оболочки при кручении, равном усилию 
в  1  тонну-силу на  метр. Полученные численно 
поля максимальных продольных напряжений при-
ведены на рисунке 6.

При кручении исходной конструкции в  коль-
цевых ребрах наблюдаются как зоны растяжения, 
так и зоны сжатия (рисунок 6в); спиральные ребра 
с наклоном влево сжимаются, с наклоном вправо 
растягиваются (рисунок 6б).

Устойчивость исходной конструкции. На ри-
сунке 7 приведены пять форм потери устойчиво-
сти исходной сетчатой цилиндрической оболочки 
при кручении [13], рассчитанные в программном 
комплексе ANSYS.

Приведенные формы потери устойчивости 
являются волнообразными, изломы ребер не  на-
блюдаются, деформация ребер происходит сим-
метрично. Таким образом, можно предположить, 
что исходная конструкция способна выдерживать 
приложенную к ней нагрузку.

Жесткость исходной конструкции
Для исследования жесткости исходной ани-

зогридной конструкции использовались три 
подхода.

Первый подход. Общеструктурный  
коэффициент жесткости
Общеструктурный подход основан на  поло-

жениях теории упругости, механики твердого де-
формируемого тела и тонкостенных конструкций. 
Представим конструкцию в  виде тонкостенного 
цилиндра.

Пусть на  часть оболочки действует изгибаю-
щий момент M.  Тогда уравнение равновесия мо-

Рисунок 6. НДС исходной конструкции при кручении: а – ​всей оболочки; б – ​спиральных ребер;  
в – ​кольцевого центрального ребра

а б в

Рисунок 5. Конечно-элементная модель анизогридной оболочки и граничные условия,  
приложенные к конструкции

а б
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ментов следует из  уравнения для функции ради-
альных напряжений:
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 
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𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 
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𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

,	 (1)

где ν – ​коэффициент Пуассона материала; w – ​вер-
тикальное отклонение оболочки в  направлении 
оси z, h – ​толщина стенки цилиндра, r – ​внешний 
радиус цилиндра. Определяем значение момента:
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𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (2)
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d2w
dx2

. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 =  −  
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
∫

h2

r
 
d2w
dx2

  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

d2w
dx2

= −
1
𝑟𝑟𝑟𝑟

= κ 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h2

r
 
d2w
dx2

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  

1
r

2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

, 

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,

𝑙𝑙𝑙𝑙

0
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

 позволяет записать формулу (2) 

в виде:

	

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
�

h
r
� 

d2w
dx2

. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 =  −  
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
∫

h2

r
 
d2w
dx2

  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

d2w
dx2

= −
1
𝑟𝑟𝑟𝑟

= κ 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h2

r
 
d2w
dx2

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  

1
r

2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

, 

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,

𝑙𝑙𝑙𝑙

0
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (3)

Запишем выражения зависимости коэффици-
ента жесткости от момента:

	

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
�

h
r
� 

d2w
dx2

. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 =  −  
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
∫

h2

r
 
d2w
dx2

  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

d2w
dx2

= −
1
𝑟𝑟𝑟𝑟

= κ 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h2

r
 
d2w
dx2

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  

1
r

2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

, 

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,

𝑙𝑙𝑙𝑙

0
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (4)

Запишем формулу, описывающую угол пово-
рота φ, который возникает, когда точка переме-
щается по радиусу R от внутреннего радиуса R 1 
к  внешнему радиусу R  2 вокруг центра окруж-
ности. Формула получается путем определения 
длины дуги окружности. Если точка перемещает-
ся с  R  1 на  R  2, то  длина дуги будет равна разни-
це длин дуг, пройденных точкой на радиусах R 2 
и  R  1. Угол φ, на  который поворачивается точка 

при перемещении по дуге длиной L, можно опре-
делить, используя соотношение между длиной 
дуги и  углом поворота. Подставляя выражение 
для длины дуги в это соотношение, разделив обе 
части на R, мы получаем окончательную формулу 
(5) для φ. Функцию угла можно записать в виде:

	

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
�

h
r
� 

d2w
dx2

. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 =  −  
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
∫

h2

r
 
d2w
dx2

  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

d2w
dx2

= −
1
𝑟𝑟𝑟𝑟

= κ 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h2

r
 
d2w
dx2

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  

1
r

2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

, 

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,

𝑙𝑙𝑙𝑙

0
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (5)

Рассмотрим радиус как функцию, зависящую 
от угла. Подставляем значение момента в формулу 
и, выполняя преобразования, получаем:
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1
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2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 
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1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  
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r

2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

, 

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
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𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,

𝑙𝑙𝑙𝑙
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𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (6)

Запишем формулу для нахождения модуля 
сдвига и выразим модуль упругости, с учетом мо-
дуля упругости запишем:
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
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1
𝑟𝑟𝑟𝑟
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2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 
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𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  
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2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

, 

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,

𝑙𝑙𝑙𝑙

0
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (7)

Второй подход. Оценка жесткости  
по семействам ребер
Рассмотрим задачу о  кручении оболочки, ко-

торое осуществляется вокруг оси z. Перейдем 
от  кручения всей оболочки к  кручению элемен-
тов по  семействам жесткости. Каждое ребро как 
структурный элемент сетки можно представить 
в  виде набора балок с  прямоугольным сечением. 
Для определения коэффициента жесткости балки 
используются соотношения из первого подхода.
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Рисунок 7. Формы потери устойчивости исходной конструкции при кручении:  
p – ​номер формы потери устойчивости
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Исследование анизогридных цилиндрических оболочек на прочность, устойчивость и жесткость…

Поскольку коэффициент жесткости имеет 
вид k = k= M_z/φ, то коэффициент жесткости для 
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где G – ​модуль сдвига материала; Jp  – ​полярный 
момент инерции поперечного сечения балки; li  – ​
длина одной балки семейства ребер.

Третий подход. Оценка жесткости  
по направлению деформирования
Представляем каждое семейство ребер анизо-

гридной конструкции в виде набора балок. Когда 
оболочка испытывает крутящий момент, в балках 
возникает момент сил. Вводим предположение, 
что структура ребер взаимосвязана, поэтому когда 
деформируется одно ребро, деформируются и свя-
занные с ним соседние ребра.

Чтобы произвести аналитическую оценку ко-
эффициента жесткости оболочки, запишем форму-
лу момента сил вокруг оси z, используя формули-
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1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  

1
r

2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

, 

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,

𝑙𝑙𝑙𝑙

0
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (10)

Учтем Jp – ​полярный момент инерции попереч-
ного сечения балки:
	

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
�

h
r
� 

d2w
dx2

. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 =  −  
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
∫

h2

r
 
d2w
dx2

  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

d2w
dx2

= −
1
𝑟𝑟𝑟𝑟

= κ 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h2

r
 
d2w
dx2

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  

1
r

2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

, 

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,

𝑙𝑙𝑙𝑙

0
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (11)

Затем вычисляется угол поворота по формуле:

	

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
�

h
r
� 

d2w
dx2

. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 =  −  
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
∫

h2

r
 
d2w
dx2

  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

d2w
dx2

= −
1
𝑟𝑟𝑟𝑟

= κ 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h2

r
 
d2w
dx2

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  

1
r

2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

, 

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,

𝑙𝑙𝑙𝑙

0
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (12)

	

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
�

h
r
� 

d2w
dx2

. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 =  −  
𝐸𝐸𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
∫

h2

r
 
d2w
dx2

  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

d2w
dx2

= −
1
𝑟𝑟𝑟𝑟

= κ 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h2

r
 
d2w
dx2

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = −
𝐸𝐸𝐸𝐸

1− 𝑣𝑣𝑣𝑣2�
h3  

1
r

2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
𝐸𝐸𝐸𝐸h3 

1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈2
ln �

𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑘𝑘𝑘𝑘 =  
2𝐺𝐺𝐺𝐺h3 
1 − 𝜈𝜈𝜈𝜈

ln �
𝑀𝑀𝑀𝑀2
𝑀𝑀𝑀𝑀1
�. 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝

. 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝
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𝑀𝑀𝑀𝑀𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑. 
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𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (13)

Поскольку единицей измерения коэффициента 
жесткости на кручение является Н·м/рад, получаем:
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𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (14)

Коэффициент жесткости ребра может быть рас-
считан по другой формуле с учетом перемещений:
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
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𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

5.1 МПа < 750 МПа. 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ �𝜎𝜎𝜎𝜎кручение�, 

  4.35 МПа < 750 МПа. 

	 (15)

4. Исследование прочности, 
устойчивости и жесткости 
конструкций с учетом плотности 
реберной структуры

Проведем многофакторный вычислительный 
эксперимент. Первым фактором вычислительно-
го эксперимента выступает количество пар спи-
ральных ребер (N), значения которых изменяются 
от 30 до 90 пар ребер с шагом в 15 пар. Вторым 
фактором является изменение угла наклона спи-
рального ребра к образующей (α), значение факто-
ра изменяется с 14° до 24° с шагом в 2°. Матрица 
вычислительного эксперимента приведена на  ри-
сунке 8.

Для проведения вычислительного экспери-
мента необходимо рассчитать толщины реберных 
структур с  учетом значений вариационных па-
раметров и  постоянной массы конструкций. Для 
этого разработан алгоритм расчета толщины сет-
чатой структуры, который был реализован в мате-
матической среде Mathcad 14.

Следующим шагом выступало моделирование 
сетчатых конструкций с  различной плотностью 
ребер. Результаты моделирования показаны на ри-
сунке 9.

Прочность конструкций
Численно рассчитывалось НДС анизогридных 

структур [14–17] при кручении. Зависимости мак-
симальных продольных напряжений в ребрах кон-
струкций от факторов приведены на рисунке 10.

Рисунок 8. Матрица вычислительного эксперимента: а – ​полная матрица всех возможных  
вариантов расчета; б – ​выбранные варианты для вычислительных расчетов

а а
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Анализ максимальных напряжений σmax пока-
зал, что предел прочности в 750 МПа при круче-
нии конструкции не  достигнут. А  в  спиральных 
ребрах наблюдается тенденция к  снижению зна-
чений максимальных напряжений (рисунок 10а). 
Максимальные продольные напряжения в ребрах 
нелинейно зависят от угла наклона α. С увеличе-
нием плотности сетчатой структуры поверхность 

отклика максимальных продольных напряжений 
в  спиральных ребрах оболочек становится глад-
кой, а  в  кольцевых ребрах  – ​криволинейной по-
верхностью [18–20].

Устойчивость конструкций
В конечно-элементном комплексе ANSYS про-

ведены расчеты на  устойчивость анизогридных 

Рисунок 9. Анизогридные структуры многофакторного вычислительного эксперимента:  
m – ​число кольцевых ребер

Рисунок 10. Максимальные напряжения (σmax) в ребрах конструкций:  
а – ​в спиральных ребрах; б – ​в кольцевых ребрах
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оболочек различной плотности. К  конструкциям 
была приложена нагрузка в  виде крутящего мо-
мента, равного 1 Н·м.

По результатам расчета определены значения 
критических моментов и  форма потери устой-
чивости оболочек. На  рисунке 11 представлены 
формы потери устойчивости оболочек различной 
плотности.

Анализ форм потери устойчивости (рисунок 11) 
позволяет сделать вывод, что конструкции с 30 па-
рами спиральных ребер не  выдерживают прило-
женной к ним нагрузки. С увеличением плотности 
реберной структуры зоны потери устойчивости 
оболочек локализуются, становясь более выпуклы-
ми. Это связано с тем, что пересечения спиральных 
ребер с  наклонами влево и  вправо симметричны. 
Учитывая, что масса оболочек фиксирована, тол-
щина реберных структур конструкций уменьшает-
ся с увеличением плотности.

На рисунке 12 представлена зависимость зна-
чений критических моментов (Mкр) от номера мо-
дели сетчатой конструкции. Параметры реберных 
структур приведены в таблице 4.

На  рисунке 12 сплошной линией показано 
критическое значение исходной конструкции. 

Следует отметить, что анизогридные структуры 
с номерами от 3 до 18 и 21, 23, 24 более устойчивы, 
чем исходная оболочка.

Жесткость конструкций
Исследование жесткости проводилось для 

анизогридных конструкций различной плотно-
сти реберной структуры с использованием трех 

описанных выше подходов. Расчет проводил-
ся в  математическом программном комплексе 
Mathcad 14. На  рисунке 13 приведены поверх-
ности коэффициента жесткости сетчатых ци-
линдрических оболочек от  толщины реберной 
конструкции b и  угла наклона спирального ре-
бра к образующей α.

Рассматривая поверхности жесткости 
(рисунок 13), можно выделить следующее: с уве-
личением плотности реберной структуры поверх-
ности коэффициента жесткости становятся кри-
волинейными. Нелинейность в  значения коэффи-
циента жесткости оболочки вносит угол наклона 
спирального ребра к образующей.

Поверхности отклика коэффициента жестко-
сти оболочки в  первом и  втором подходах прак-
тически идентичны по  форме. Таким образом, 

Рисунок 11. Первые формы потери устойчивости анизогридных структур с различной плотностью ребер

Рисунок 12. Значения критических моментов в зависимости от плотности реберной конструкции

Мкр, МН∙м

n
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можно говорить об  идентичности первого и  вто-
рого подходов к расчету коэффициента жесткости 
сетчатых цилиндрических оболочек.

По  результатам исследования полученных 
конструкций с  различной плотностью реберной 
структуры выделяются самые прочные, жесткие 
и  устойчивые конструкции относительно исход-
ной анизогридной оболочки.

Сведем полученные результаты численного 
расчета в таблицы 5–7, где 0 обозначает сетчатую 
структуру, у которой значения ниже, чем у исход-
ной конструкции, за  1 приняты значения, кото-
рые выше, чем у исходной конструкции. В случае 
с таблицей 5 за 1 отмечены конструкции, которые 
не превышают предел прочности.

Таблица 4
Изменяемые параметры конструкций в зависимости от номера

№ конструкции Число спиральных ребер 
N, пар

Угол спирального ребра 
к образующей α, °

Толщина реберной 
структуры b, м

1

30

14 0.0366
2 16 0.0356
3 18 0.0346
4 20 0.0335
5 22 0.0325
6 24 0.0310
7

45

14 0.0242
8 16 0.0237
9 18 0.0231

10 20 0.0226
11 22 0.220
12 24 0.0210
13

60

14 0.0183
14 16 0.0177
15 18 0.0174
16 20 0.0168
17 22 0.0164
18 24 0.0159
19

75

14 0.0143
20 16 0.0139
21 18 0.0135
22 20 0.0132
23 22 0.0127
24 24 0.0124
25

90

14 0.0122
26 16 0.0119
27 18 0.0115
28 20 0.0113
29 22 0.0109
30 24 0.0107

Таблица 5
Оценка напряженного состояния

N
α 30 45 60 75 90

14 1 1 1 1 1
16 1 1 1 1 1
18 1 1 1 1 1
20 1 1 1 1 1
22 1 1 1 1 1
24 1 1 1 1 1
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Рисунок 13. Поверхности коэффициента жесткости от угла наклона спиральных ребер (αi)  
и толщины реберной структуры (bi)

Таблица 6
Оценка устойчивости

N
α 30 45 60 75 90

14 0 1 1 0 0
16 0 1 1 0 0
18 1 1 1 1 0
20 1 1 1 0 0
22 1 1 1 1 0
24 1 1 1 1 0

Таблица 7
Оценка жесткости

N
α 30 45 60 75 90

14 0 0 0 0 0
16 0 0 0 0 0
18 0 0 0 0 0
20 0 0 1 0 0
22 0 0 1 0 0
24 0 0 0 0 0

Общеструктурный коэффициент жесткости
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Рисунок 15. Конечно-элементная модель анизогридной оболочки и граничные условия, приложенные 
к конструкции: 1 – ​спиральные ребра (BEAM4); 2 – ​шпангоуты (BEAM4); 3 – ​кольцевые ребра 

(BEAM4); 4 – ​продольные ребра (BEAM4); 5 – ​жесткие связи (MPC 184)

а б

M = 1 т.с. на м

Рисунок 14. Сетчатая конструкция с вертикальными вырезами

Прочными, устойчивыми и жесткими относи-
тельно исходной конструкции оказались оболочки 
с  60 парами спиральных ребер и  углами накло-
на спирального ребра к  образующей в  20 и  22°. 
Внесем в их конструктив изменения, добавив вер-
тикальный вырез.

5. Анизогридная конструкция 
с вертикальными вырезами

На рисунке 14 изображена конструкция с вер-
тикальными вырезами.

Для конструкции с  вертикальными вырезами 
вводится ограничение по  массе. Масса конструк-
ции с вертикальными вырезами должна быть рав-
на 165 кг. Две части сетчатой структуры связаны 
между собой замками, на нижнем шпангоуте рас-

полагаются сферические шарниры, а  к  верхне-
му шпангоуту прикладывается крутящий момент 
(рисунок 15б).

Моделирование проводилось в  ANSYS 
Mechanical APDL с  использованием выделения 
структурного элемента и последующего его тира-
жирования подхода.

Исследование на прочность
Напряженно-деформированное состояние 

конструкции при кручении, равном 1  тонна-сила 
на метр, показано на рисунке 16.

Определим прочность конструкции:
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Исследуем конструкцию с  углом наклона 22° 
на прочность при кручении.
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Напряжения конструкции не  превышают пре-
дельных значений, следовательно, она не ломает-
ся под крутящим моментом 1 тонна-сила на метр.

Исследование на устойчивость
Исследуем устойчивость конструкций данного 

типа (рисунки 17, 18) при кручении.
Все критические значения силы и  моментов 

при кручении представим в таблице 8.
Локальные зоны потери устойчивости в  кон-

струкции с  вертикальными вырезами распола-
гаются вдоль продольных ребер в  нижней части 

Рисунок 16. Поля напряжений конструкции с вертикальными 60 парами спиральных ребер и углом 
наклона спирального ребра к образующей 20° при кручении: а – ​поля напряжений всей конструкции;  

б – ​спиральные ребра; в – ​центральное кольцевое ребро

аσ, Па бσ, Па вσ, Па

Рисунок 17. Формы потери устойчивости при кручении конструкции с вертикальными разрезами,  
60 парами спиральных ребер и углом наклона спирального ребра к образующей 20°  

(n – ​номер формы потери устойчивости)

n = 1 n = 5 n = 43 n = 49

Вид сверху 

Вид спереди 

конструкции. Слом продольных ребер наблю-
дается на  первых формах потери устойчивости 
при кручении, разрушение элементов реберной 
структуры происходит на высших формах потери 
устойчивости.

Выводы

В  ходе исследования можно сделать следую-
щие выводы.

1. Для анизогридных структур с  регулярной 
сеткой в Ansys Mechanical APDL может быть ре-
ализован подход к построению дискретной моде-
ли структуры, как с использованием циклов для 
семейств структурных элементов, так и  с  выде-
лением структурного элемента при дальнейшем 
копировании. Второй подход является более эф-
фективным при построении расчетных моделей 
сетчатых оболочек с  большим количеством кон-
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структивных элементов и  плотностью реберной 
структуры.

2. При кручении исходной конструкции в коль-
цевых ребрах наблюдаются как зоны растяжения, 
так и зоны сжатия; спиральные ребра с наклоном 
влево сжимаются, с  наклоном вправо растягива-
ются.

Исследование устойчивости исходной кон-
струкции позволяет предположить, что сетчатая 
структура способна выдерживать приложенную 
к ней нагрузку. По приведенным формам потери 
устойчивости изломы ребер не  наблюдаются, де-
формация ребер происходит симметрично.

3. Анализ максимальных напряжений в ребрах 
конструкций показал, что предел прочности в 750 
МПа при кручении конструкции не  достигнут. 
А  в  спиральных ребрах наблюдается тенденция 
к снижению значений максимальных напряжений. 
Максимальные продольные напряжения в ребрах 
нелинейно зависят от угла наклона α. С увеличе-
нием плотности сетчатой структуры поверхность 
отклика максимальных продольных напряжений 
в  спиральных ребрах оболочек становится глад-
кой, а  в  кольцевых ребрах  – ​криволинейной по-
верхностью.

По  полученным значениям критических мо-
ментов конструкций можно определить сетча-
тые структуры, которые способны выдерживать 
нагрузку большую, чем исходная конструкция. 
Также наблюдается нелинейность значений кри-

тических моментов с  увеличением плотности ре-
берной структуры.

Анализ полученных значений при расчете 
коэффициентов жесткости поверхностей позво-
ляет выделить следующее: с  увеличением плот-
ности реберной структуры поверхности коэффи-
циента жесткости становятся криволинейными. 
Нелинейность в  значения коэффициента жестко-
сти оболочки вносит угол наклона спирального 
ребра к образующей.

Поверхности отклика коэффициента жестко-
сти оболочки в  первом и  втором подходах прак-
тически идентичны по  форме. Таким образом, 
можно говорить об  идентичности первого и  вто-
рого подходов к расчету коэффициента жесткости 
сетчатых цилиндрических оболочек.

По  результатам исследования полученных 
конструкций с  различной плотностью реберной 
структуры отбирается самая прочная, жесткая 
и устойчивая конструкция относительно исходной 
анизогридной оболочки.

4. Оценивая прочность, жесткость и  устойчи-
вость реберных структур относительно исходной 
анизогридной оболочки, выделяются две самые 
прочные, жесткие и  устойчивые конструкции. 
В  выделенные конструкции вносится изменение 
в  конструктив оболочек, добавляются вертикаль-
ные вырезы. В дальнейшем планируется исследо-
вание трансформируемых конструкций в  безвоз-
душном пространстве.

Рисунок 18. Формы потери устойчивости при кручении конструкции с вертикальными разрезами,  
60 парами спиральных ребер и углом наклона спирального ребра к образующей 22°  

(n – ​номер формы потери устойчивости)

Вид сверху 

Вид спереди 

n = 1 n = 5 n = 5 n = 25

Таблица 8
Таблица критических моментов при кручении конструкции

M крит., Н·м

№ формы N=60; α=20° N=60; α=22°
1 -209828770 -327297870
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INVESTIGATION OF ANISOGRID CYLINDRICAL SHELLS 
FOR STRENGTH, STABILITY AND TORSIONAL RIGIDITY

L. M. Kovalchuk, T. V. Burnysheva
Novosibirsk State Technical University 

Novosibirsk, The Russian Federation

The article discusses anisogrid mesh shell structures made of composite materials. The purpose 
of the work is to investigate anisogrid shells for strength, stability and torsional stiffness. 
Based on the developed parametric finite element model of the initial design, a multifactorial 
computational experiment was conducted. The models were built in the ANSYS software package. 
Two approaches to modeling were considered: the construction of a shell by sequentially 
specifying families of edges and the allocation of a structural element of the shell with subsequent 
copying along the circumference. The least time-consuming and resource-intensive approach 
for a personal computer has been chosen. The analysis of the stress state of the initial mesh 
structure during torsion showed: spiral ribs with a slope to the left are compressed, with a 
slope to the right they stretch, annular ribs work for tension and compression. According to the 
results of the computational experiment, the dependences of the maximum longitudinal stresses 
in the ribs on the change in the angle of inclination of the spiral rib to the generatrix, the number 
of pairs of spiral ribs and the thickness of the rib structure were determined. The strength, 
stability and rigidity of structures under torsion were studied, taking into account changes in 
the parameters of the rib structure. As a result of the study, two of the most rigid, durable and 
stable structures were selected, in which two vertical structural elements were excluded. Thus, a 
new type of anisogrid cylindrical structure containing vertical sections was studied for strength, 

stability and rigidity.

Keywords: anisogrid structures, strength, stability and rigidity, ANSYS, multifactorial 
computational experiment.
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РАЗРАБОТКА АППАРАТУРЫ ДЛЯ МОНИТОРИНГА 
ПАРАМЕТРОВ СОЛНЕЧНЫХ БАТАРЕЙ  

НА БОРТУ МАЛЫХ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ

Т. Г. Орешенко, И. В. Назаров, А. С. Чапаева
Сибирский государственный университет науки и технологий  

имени академика М. Ф. Решетнева 
г. Красноярск, Российская Федерация

Целью разработки является создание измерительной аппаратуры для мониторин-
га параметров солнечных батарей на борту малых космических аппаратов формата 
CubeSat, обеспечивающей точное снятие вольт-амперных характеристик, регистра-
цию данных о температуре и освещенности, а также их первичную обработку для пере-
дачи в центр управления. Цель представленной работы – ​разработка схемы нагрузоч-
ного устройства – ​определила необходимость постановки и решения основных задач: 1. 
Разработать электрическую схему измерительной аппаратуры, включая выбор под-
ходящих компонентов и  их интеграцию в  единую систему. 2. Обеспечить стабилиза-
цию параметров измерений с использованием корректирующих устройств и схем пода-
вления помех. 3. Реализовать систему электропитания, обеспечивающую необходимый 
уровень напряжения для цифровых и  аналоговых элементов при минимизации пульса-
ций. 4. Выбрать и интегрировать микроконтроллер, способный выполнять функции из-

мерения, управления и передачи данных через бортовую шину CAN.

Ключевые слова: бортовое нагрузочное устройство, структурная схема, микрокон-
троллер, солнечные панели, микросхема.

Разработка измерительной аппаратуры требует 
решения нескольких ключевых задач, включая вы-
бор подходящих компонентов, обеспечение устой-
чивости системы и интеграции с бортовыми устрой-
ствами. В основе проекта лежит создание системы 
для мониторинга параметров солнечных батарей 
на борту малых космических аппаратов CubeSat.

Для обеспечения устойчивости данной си-
стемы требуется провести моделирование устой-
чивости и  рассчитать частотные характеристики 
схемы, скорректировать ее и  разработать схему 
подключения.

Модель нагрузочного элемента представлена 
на рисунке 1а, частотные характеристики – ​на ри-
сунке 1б.

Запас по фазе составляет всего 6 градусов, что 
указывает на  наличие колебательных процессов 
в  системе со  значительным перерегулированием. 
Чтобы улучшить переходный процесс, в  модель 
будет введено интегро-дифференцирующее кор-
ректирующее устройство (рисунок 2).

Получены частотные характеристики скоррек-
тированной системы (рисунок 3). Как видно из по-
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лученных характеристик, запас по фазе увеличил-
ся до  123,5 градусов, что означает значительное 
улучшение параметров устойчивости нагрузочно-
го элемента.

Солнечная батарея, в зависимости от подклю-
ченной нагрузки, функционирует либо как источ-
ник тока при низкой нагрузке, либо как источник 
напряжения при высокой. Поэтому нагрузочное 
устройство должно быть устойчивым к  измене-
ниям напряжения в цепи измеряемого источника, 
обеспечивая поддержание заданной силы тока. 
Важным условием является минимизация време-
ни регулирования системы, так как процесс сбора 
данных сопровождается выделением мощности 
на  транзисторе, генерируемой солнечной батаре-
ей. Единственным способом снизить общую вы-
деляемую мощность является сокращение време-
ни, необходимого для снятия характеристик. Для 
этого переходные процессы должны быть макси-
мально быстрыми.

Пример переходного процесса с  синусои-
дальным сигналом возмущения, приложенным 
к  каналу сток-исток МОП‑транзистора, при ста-
билизации силы тока на уровне 500 мА с исполь-
зованием операционного усилителя, представлен 
на рисунке 4.
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Система устойчива при изменении напряже-
ния в  цепи измеряемого источника, переходные 
процессы завершаются за 29 микросекунд.

Электрическая принципиальная схема скор-
ректированного нагрузочного элемента представ-
лена на рисунке 5.

Измерительная аппаратура должна быть 
встроена в общую архитектуру ReshUCube, вклю-
чая систему электропитания, шину CAN и цифро-
вые компоненты управления. Питание системы 
осуществляется от  аккумуляторов, выдающих 
напряжение в диапазоне 6–8,4 В, что требует на-
личия встроенных преобразователей для питания 
цифровых и аналоговых устройств.

Для организации доступа микроконтрол-
лера в  CAN‑шину необходима специальная 
микросхема-трансмиттер.

Для работы и  прошивки микроконтроллера 
требуется реализовать электрическую схему с со-
ответствующими спецификации компонентами, 
подключёнными на  выводах микроконтроллера. 
Эти компоненты стабилизируют питание, исклю-
чают паразитные микротоки на выводах контрол-
лера, переводят логику устройства в  рабочее со-
стояние.

Таким образом, структурная схема устройства 
приведена на рисунке 6.

Для разработки модуля управления солнеч-
ными батареями спутника требуется выбрать ми-
кроконтроллер, соответствующий требованиям 
по  периферии, вычислительным возможностям, 
энергопотреблению и совместимости с системами 
спутника. Микроконтроллер должен обеспечи-
вать формирование управляющих сигналов, сбор 
данных с электрической цепи солнечной батареи, 
первичную обработку данных и  их передачу че-

рез CAN‑шину. Необходимы встроенные АЦП, 
ЦАП, контроллер CAN‑шины либо возможность 
подключения внешних устройств через SPI или 
I2C. Вычислительная мощность должна быть до-
статочной для базовой обработки данных, жела-
тельно наличие аппаратного ускорения матема-
тических операций. Дополнительно выбирается 
микросхема для работы с протоколом CAN, соот-
ветствующая требованиям по  уровням напряже-
ния и  взаимодействию с  системой электропита-
ния. Завершающим этапом является разработка 
нагрузочного элемента и  измерительной аппара-
туры для анализа параметров солнечных панелей. 
Такой подход обеспечивает энергоэффективность, 
надежность и функциональность системы.

Таким образом, исходя из  проведенного ана-
лиза доступных микроконтроллеров, следует вы-
брать STM32f103c8t6. Контроллер с  поддержкой 
CAN‑шины, 12-битным АЦП с разрешением до 1 
миллиона выборок в секунду и встроенным датчи-
ком температуры предоставляет высокую произ-
водительность для обработки данных в реальном 
времени. Два канала SPI и два канала I2C для под-

Рисунок 1: а – ​модель разомкнутого контура нагрузочного элемента в MicroCAP 12; б – ​частотные 
характеристики нескорректированного нагрузочного элемента

Рисунок 2. Модель корректирующего 
устройства
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Рисунок 3. Частотные характеристики скорректированного нагрузочного устройства

Рисунок 4. Переходные процессы скорректированного нагрузочного элемента
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ключения внешних ЦАП обеспечивают гибкость 
системы. Ядро микроконтроллера, работающее 
на частоте до 72 МГц, обеспечивает необходимую 
вычислительную мощность для эффективного 
управления процессами и обработки данных с ми-
нимальными задержками. Также большинство 
цифровых устройств на ReshUCube функциониру-
ет именно на микроконтроллерах STM32.

Для выбранного микроконтроллера требуется 
реализовать минимальную схему обвязки. На  че-
тырех парах контактов питания необходимо уста-
новить конденсаторы для подавления паразитных 
микротоков и один общий конденсатор с большим 
значением емкости, для прошивки МК и проведе-
ния испытаний устанавливается кнопка, прерыва-
ющая питание МК для его перезагрузки.

Так как микроконтроллер не имеет внутренне-
го модуля ЦАП, следовательно, необходимо под-
ключить внешний модуль, ввиду простоты под-
ключения и  управления используем микросхему 
MCP4725.

Для включения микроконтроллера в CAN‑шину 
требуется подключить к нему приемопередатчик, 
предназначенный для передачи данных в  прото-
коле CAN. В качестве этого устройства применим 
микросхему TJA1042T.

Для стабильной работы электроники, установ-
ленной на  модуль нагрузочного устройства, сле-
дует обеспечить необходимый уровень питания 
при минимальных пульсациях в  цепи питания. 
Как определено на  схеме подключения трансиве-
ра, для его работы, помимо уровня напряжения 
в 3.3 В, необходима цепь питания с напряжением 
5 В для работы в CAN‑шине ReshUCube. Для ста-
билизации напряжения 3.3 и 5 В применим микро-
схемы LM1117–3v3 и LM1117–5 соответственно.

Для обеспечения стабильности выходного 
напряжения и  улучшения переходных характе-
ристик рекомендуется использовать танталовый 
конденсатор емкостью не  менее 10 мкФ. Для 
минимизации помех в  работе стабилизатора не-
обходимо следовать рекомендациям по  трасси-

Рисунок 5. Нагрузочный элемент на основе полевого транзистора и операционного усилителя 
с корректирующим устройством: КУ – ​корректирующее устройство; Rsh – ​шунт; Uуп – ​управляющий 

сигнал; Uсб – ​напряжение солнечной батареи

Рисунок 6. Структурная схема нагрузочного устройства
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ровке: токовые трассы должны быть широкими 
для снижения паразитной индуктивности, а кон-
тур обратной связи между VOUT и GND должен 
быть максимально коротким. Для защиты схемы 
при замыкании VIN на  землю следует подклю-
чить внешний диод от VOUT к VIN, чтобы отво-
дить импульсный ток от выходного конденсатора. 
Диод должен быть размещен вблизи соответству-
ющих выводов микросхемы для повышения эф-
фективности.

Схема нагрузочного элемента со стабилизаци-
ей выходного тока полевого транзистора приведе-
на на рисунке 7.

В  качестве дифференциального операционно-
го усилителя использован TL331IDBV, в качестве 

операционных усилителей измерительной аппара-
туры использованы прецизионные операционные 
усилители AD 8571ARZ.

Смоделированное нагрузочное устройство для 
малого космического аппарата изображено на ри-
сунке 8.

Таким образом, схема нагрузочного элемента 
обеспечивает корректное моделирование рабочих 
режимов батарей, а  встроенные системы стаби-
лизации и подавления помех гарантируют надеж-
ность измерений в  условиях открытого космо-
са. Программное обеспечение модуля реализует 
управление процессами измерения, первичную 
обработку данных и их передачу через шину CAN 
в бортовую систему спутника.

Рисунок 7. Схема нагрузочного элемента с измерительными устройствами

Рисунок 8. Смоделированное нагрузочное устройство
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The purpose of the development is to create measuring equipment for monitoring the 
parameters of solar panels on board small CubeSat spacecraft, providing accurate removal 
of voltage characteristics, registration of temperature and illumination data, as well as their 
primary processing for transmission to the control center. The purpose of the presented work 
is to develop a load device circuit. This goal has determined the need to set and solve the main 
tasks: 1. To develop an electrical circuit of measuring equipment, including the selection of 
suitable components and their integration into a single system. 2. To ensure the stabilization 
of measurement parameters using corrective devices and interference suppression circuits. 
3. Implement a power supply system that provides the necessary voltage level for digital and 
analog elements while minimizing ripples. 4. Select and integrate a microcontroller capable of 
performing measurement, control and data transmission functions via the on-board CAN bus. 

Keywords: on-board load device, block diagram, microcontroller, solar panels, microcircuit.
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КОНСТРУКТИВНЫЕ И СХЕМОТЕХНИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 
НА ОСНОВЕ СЛАБОТОЧНОЙ ЭЛЕКТРОНИКИ  

ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЙ ХАРАКТЕРИСТИК  
КОСМИЧЕСКОЙ ПЛАЗМЫ

О. И. Ровняков, Д. В. Чугунин, К. В. Ануфрейчик
Институт космических исследований РАН 

г. Москва, Российская Федерация

Измерение основных характеристик ионосферной плазмы  – ​концентрации, темпера-
туры, скорости и её состава – ​с практической точки зрения представляет собой за-
дачу измерения сверхмалых токов. В статье рассмотрена схемотехника слаботочного 
входного каскада на  основе трансимпедансного усилителя, пригодного для измерения 
характеристик плазмы с помощью зонда Ленгмюра и ионной ловушки. Обозначены ос-
новные проблемы и ограничения, влияющие на динамический диапазон в области очень 
малых постоянных токов, и указаны пути их решения. На схемотехническом уровне пе-
речислены различные типы входных каскадов интегральных операционных усилителей 
и их особенности, влияющие на выбор подходящей микросхемы, описаны входные цепи 
электрометрического усилителя ADA4530–1 и реализованныйв нём принцип бутстре-
пинга (принцип следящей связи). Отмечена важность выбора коммутаторов обратной 
связи с малой утечкой и продемонстрирована возможность её дальнейшего снижения 
при помощи бутстрепинга. На конструктивном уровне рассмотрены паразитные яв-
ления в изоляционных материалах: проводимость и диэлектрическая абсорбция, пред-
ложен материал печатных плат с хорошими характеристиками, описано использова-

ние охранных колец и полигонов для радикального снижения утечек монтажа.

Ключевые слова: аппаратура космического аппарата, измерение параметров ионос-
ферной плазмы, зонд Ленгмюра, ионная ловушка, трансимпедансный усилитель, элек-

трометрия, слаботочная электроника.

Введение

Плазма – ​основное состояние вещества в кос-
мическом пространстве. В зависимости от объекта 
исследования ее характеристики сильно различа-
ются (Солнце, солнечный ветер, магнитосфера 
Земли и  планет, ионосфера Земли) [1]. Особый 
интерес представляет исследование ионосферы 
Земли, которая влияет, в  частности, на  распро-
странение радиоволн, а  именно на  прохождение 
сигналов от  спутников систем глобальной на-
вигации. Максимум концентрации плазмы в  ио-
носфере приходится на  высоту около 300  км, 
основным сортом ионов является O+, концентра-
ция доходит до  106  см‑3, температура составляет 
около 3000  К.  На  таких высотах спутники долго 
существовать не  могут из-за торможения об  ат-
мосферу, поэтому для исследования верхней ио-

	 	 rovnyakov@cosmos.ru
	 ©	 Ассоциация «ТП «НИСС», 2025

КОСМИЧЕСКОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ

носферы хорошо подходят аппараты, запущенные 
на солнечно-синхронную орбиту на высоты около 
800 км. На такой высоте характеристики плазмы 
могут находиться в  широком диапазоне значе-
ний, концентрация от 102 до 105 см‑3, температура 
от 1000 до 10000 К, также сильно может варьиро-
ваться процентный состав ионов [2].

Измерение характеристик ионосферной 
плазмы включает в  себя задачи определения 
концентрации и температуры электронов, а так-
же концентрации, температуры и скорости дрей-
фа основных ионов: H+, He+, O+. Решение этих 
задач требует применения научных инструмен-
тов трёх типов: зондов Ленгмюра (Langmuir 
probe), ионных ловушек или цилиндров Фарадея 
(retarding potential analyzer) и дрейфметров (ion 
drift meter).

Зонд Ленгмюра предназначен для измерения 
температуры и концентрации электронов и оцен-
ки концентрации ионов плазмы и  представляет 
собой электропроводное тело  – ​т.н. коллектор 
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(в нашем случае – ​круглая металлическая пласти-
на), соединённый с устройством измерения тока 
A (рисунок 1а).

Источник напряжения UК позволяет задавать 
потенциал коллектора (положительный или от-
рицательный) относительно измеряемой плазмы 
и  корпуса космического аппарата. Поток элек-
тронов e- и ионов i+, набегающих на коллектор, 
формирует коллекторный ток IК, представляю-
щий собой сумму электронного и ионного тока 
и  зависящий от  коллекторного потенциала: по-
ложительно заряженный коллектор притягивает 
электроны и отталкивает ионы, и наоборот, если 
коллектор заряжен отрицательно. Компоненты 
коллекторного тока, в свою очередь, пропорцио-
нальны концентрации, заряду и скорости частиц. 
Изменяя потенциал коллектора (свипирование) 
и  фиксируя получаемые значения тока, можно 
построить т.н. зондовую вольт-амперную харак-
теристику. По зондовой ВАХ можно рассчитать 

концентрацию и температуру электронов, а так-
же оценить концентрацию ионов, но без разделе-
ния на составляющие H+, He+, O+ [3]. На рисун-
ке 2 показан пример теоретически рассчитанной 
зондовой ВАХ плоского зонда Ленгмюра диаме-
тром 36  мм для плазмы со  следующими харак-
теристиками: концентрация n=100  см‑3, темпе-
ратура T=500 K.  Содержание основных ионов: 
H+ – ​35 %, He+ – ​15 %, O+ – ​50 %. Напряжение 
на  коллекторе дано относительно потенциала 
плазмы.

Основное отличие ионной ловушки (рису-
нок  1б) от  плоского зонда Ленгмюра  – ​перед 
коллектором устанавливается задерживающая 
(retarding) сетка, потенциал которой UС можно 
менять в полёте, в идеале – ​от нуля или неболь-
ших отрицательных напряжений до  несколь-
ких десятков вольт. Потенциал коллектора при 
этом в  простейшем случае может быть равен 
нулю. Ионная ловушка должна быть направ-

Рисунок 1. Плоский зонд Ленгмюра (а) и ионная ловушка (б)
а б

Рисунок 2. Рассчитанная ВАХ зонда Ленгмюра
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лена вдоль скорости аппарата. В  нулевом при-
ближении можно считать, что плазма набегает 
на  коллектор со  скоростью ~7,5  км/с, что на-
много больше тепловых скоростей ионов. При 
нулевом напряжении на  сетке практически все 
ионы свободно достигают коллектора, коллек-
торный ток при этом максимален. Чем большее 
положительное напряжение прикладывается 
к сетке, тем сильнее она замедляет набегающие 
ионы, и тем меньшее число ионов обладает до-
статочной энергией, чтобы пройти через сетку 
и  достигнуть коллектора. Наиболее заметный 
«тормозящий» эффект сетка оказывает на лёгкие 
ионы водорода H+: достаточно всего нескольких 
вольт, чтобы «водородная» часть тока снизилась 
на  несколько порядков. Для заметного измене-
ния тока, создаваемого тяжёлыми ионами O+, 
напротив, необходимы сравнительно высокие 
напряжения порядка десятков вольт. Сеточная 
ВАХ (зависимость тока коллектора от напряже-
ния на  сетке) позволяет определить концентра-
цию, температуру и  компоненту скорости ос-
новных ионов плазмы. Ионные ловушки, реаль-
но используемые в космических экспериментах, 
имеют более сложное устройство, но работают 
на том же принципе [4]. На рисунке 3 приведён 
вариант сеточной характеристики, рассчитан-
ной для плазмы с n=100 см‑3, T=2000 K. Площадь 
коллектора равна 19,6 см2.

Задача измерения сверхмалых токов, от  еди-
ниц микроампер до  долей пикоампера, является 
общей чертой зонда Ленгмюра, ионной ловушки 
и  дрейфметра и  главным фактором, определяю-
щим схемотехнические и  конструктивные осо-
бенности их электроники [4–6]. Дрейфметр имеет 
существенные отличия от  датчиков первых двух 

типов, его устройство и  принцип действия здесь 
не приводятся, но вопросы работы со слабыми то-
ками актуальны и для него.

Целью работы является анализ входного ка-
скада на  трансимпедансном усилителе как осно-
вы слаботочной электроники датчиков плазмы для 
применения в  научной аппаратуре будущих кос-
мических миссий, определение его ограничений, 
недостатков и их причин, выбор элементной базы, 
конструктивных и  схемотехнических решений, 
сводящих эти недостатки к минимуму.

Трансимпедансный усилитель

Подходящая основа для электроники зонда 
Ленгмюра и  ионной ловушки  – ​источник напря-
жения, управляемый током (ИНУТ), реализо-
ванный в  форме трансимпедансного усилителя 
(рисунок 4) на операционном усилителе (ОУ).

Напряжение неинвертирующего входа U+ за-
даётся регулируемым источником опорного на-
пряжения. Операционный усилитель через со-
противление обратной связи RОС поддерживает 
напряжение инвертирующего входа U– и,  следо-
вательно, напряжение коллектора UК на  таком 
уровне, что с  высокой точностью выполняется 
равенство UК = U– ≈ U+. Напряжение на коллек-
торе зонда Ленгмюра меняется в ходе измерений 
в  пределах нескольких вольт в  обе полярности 
относительно потенциала плазмы. В случае ион-
ной ловушки напряжение может быть фиксиро-
ванным и даже равным нулю или может периоди-
чески подстраиваться в  полёте под изменивши-
еся условия эксперимента. Доступный диапазон 
напряжений коллектора ограничен напряжением 
питания, входным и  выходным рабочим диапа-

Рисунок 3. Пример теоретической сеточной ВАХ ионной ловушки
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зоном напряжений ОУ (есть rail-to-rail по  входу 
и выходу или нет).

В идеальном усилителе слабый входной ток 
IВХ, создаваемый совокупным зарядом набега-
ющих на коллектор частиц, полностью замыка-
ется на  сопротивление обратной связи  – ​вход-
ные токи идеального ОУ равны нулю, любые 
утечки отсутствуют. Напряжение на  выходе: 
UВЫХ = U+ – ​IВХ ∙ RОС. Для реализации широкого 
динамического диапазона по входному току со-
противление цепи ОС делают переключаемым, 
от ~106 до ~1010 Ом.

Реальный трансимпедансный усилитель 
(рисунок 5)  отличается от  идеального наличием 
паразитных токов и  напряжений, возникающих 
из-за неидеальности компонентов (ОУ, коммута-
торов) и особенностей конструкции (материал пе-
чатной платы, способ монтажа).

Влияние напряжения смещения UОУ опера-
ционного усилителя на  точность измерений мо-

жет быть уменьшено выбором ОУ с  малым сме-
щением, ручной подстройкой и  программной 
компенсацией. Наибольшее влияние на  точность 
и  достижимый динамический диапазон в  обла-
сти сверхмалых токов (пикоамперы, фемтоампе-
ры) оказывают паразитные токи входной цепи: 
входной ток инвертирующего входа ОУ I–, утечка 
коммутаторов IOFF и утечка монтажа IPCB, которые 
непосредственно вычитаются из слабого входного 
тока (1, 2).
	 ( )ВЫХ ОУ ВХ УТ ОС1U U U I I R .+= + − − ⋅  

УТ OFF PCBI I I I .−= + +  

ВЫХ ВХ УТI I I .= −  

( )УТ A B УТI U U R .= −  

( ) A УТУТ aI U / R .=  

( )B БУФ A БУФ БУФ A БУФU K U U K U U .= ⋅ + ≈ ⋅ +  

( )A БУФ БУФ
УТ(б)

УТ

U 1 K U
I .

R
⋅ − −

=  

( )БУФK 1 .= α + α  

( )PCB GRD БУФ ОУ БУФ ОУU U U U U U U U U .− + += − = + − − = +  

	 (1)

	

( )ВЫХ ОУ ВХ УТ ОС1U U U I I R .+= + − − ⋅  

УТ OFF PCBI I I I .−= + +  

ВЫХ ВХ УТI I I .= −  

( )УТ A B УТI U U R .= −  

( ) A УТУТ aI U / R .=  

( )B БУФ A БУФ БУФ A БУФU K U U K U U .= ⋅ + ≈ ⋅ +  

( )A БУФ БУФ
УТ(б)

УТ

U 1 K U
I .

R
⋅ − −

=  

( )БУФK 1 .= α + α  

( )PCB GRD БУФ ОУ БУФ ОУU U U U U U U U U .− + += − = + − − = +  

	 (2)

Входной ток ОУ

Основным источником входного тока би-
полярных ОУ является ток базы транзисто-
ров входного каскада, представляющий собой 

Рисунок 4. Идеальный трансимпедансный усилитель

Рисунок 5. Паразитные явления в реальном трансимпедансном усилителе
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функцию их коллекторного тока, IБ = IК/β, где 
β  – ​коэффициент передачи транзистора по  по-
стоянному току. Первые массовые интеграль-
ные ОУ с  простым дифференциальным каска-
дом на  входе имели типичное значение вход-
ного тока 100  нА и  максимальное до  200  нА 
в  нормальных условиях (µA709A, рисунок 6а, 
здесь и  далее под «нормальными условиями» 
имеется в  виду температура +25  ℃) [7]. В  ОУ 
второго поколения, благодаря улучшению тех-
нологического процесса, входные транзисторы 
имеют повышенный коэффициент передачи β 
и,  как следствие, в несколько раз меньший ток 
базы: типичное значение 30 нА, максимальное – ​
до 80 нА (µA741A, LM101A) [7–9]. Применение 
во  входном каскаде супер-бета транзисторов 
(super-beta, super-gain transistor) с  коэффициен-
тами передачи β ≥ 2000 позволяет уменьшить 
входной ток до единиц наноампер (0,8 нА тип., 
2 нА max у LM108) и до десятков пикоампер при 
использовании супер-бета транзисторов в парах 
Дарлингтона (25 пА тип., 50 пА max для LM11, 
рисунок 6б) [8, 9]. Другой способ уменьшения 
входных токов заключается в  их компенсации 
на кристалле интегральной схемы (рисунок 6в): 
транзисторы VT1 и  VT2 представляют собой 
пару, согласованную по β. Через них протекает 
общий коллекторный ток, следовательно, IБ2 ≈ IБ1. 
Транзисторы VT4 и VT3 (включён как диод) со-
гласованы по  передаточной характеристике 
(имеют идентичные UБЭ при одинаковом IК) и об-
разуют токовое зеркало: IК4 ≈ IК3 ≈ IБ2 ≈ IБ1. Таким 
образом, I– = IБ1 – ​IК4 ≈ IБ1 – ​IБ1 = 0. Остаточный 
входной ток для «классического» OP‑07A равен 
0,7 нА тип., 2 нА max [10, 11]. Более современ-
ный ОУ LT1012A, использующий этот принцип, 
имеет типичное значение входного тока 25 пА 
и гарантируемый максимум в 100 пА [10, 12].

Ещё меньшие входные токи достижимы 
с использованием входных каскадов на полевых 
транзисторах. Первый массовый интегральный 
ОУ LF155 с  входной дифференциальной парой 
полевых транзисторов с управляющим p-n пере-
ходом (JFET) имеет типичное значение вход-
ного тока 30 пА в нормальных условиях, тогда 
как специализированный «электрометриче-
ский» OPA129  – ​в  тысячу раз меньше  – ​30 фА 
[8–10, 13]. Входной ток таких ОУ по  большей 
части представляет собой обратный ток управ-
ляющих p-n переходов и  поэтому удваивается 
с  увеличением температуры кристалла пример-
но на  каждые 10  ℃. Температура посадочных 
мест приборов, закреплённых на термостабили-
зированной плите (ТСП) космического аппарата 
(КА), обычно гарантируется в диапазоне от –20 
до +40 ℃, а при размещении на выносной штан-
ге и  смене освещённости температура корпуса 
прибора может меняться в  гораздо более ши-
роких пределах – ​условно, от –150 до +150 ℃, 
что требует применения для термостабилизации 
специальных покрытий корпуса, теплоизоля-
ции, радиаторов и/или внутреннего подогрева 
и  т.д., но  даже в  этом случае крайние рабочие 
температуры могут отличаться от  нормальной 
на десятки градусов. Это заметно ограничивает 
возможности применения JFET ОУ в  «электро-
метрических» целях в  составе аппаратуры КА: 
входной ток OPA129 при температуре +40  ℃ 
возрастает до  100 фА. Наименьшие величины 
входных токов на  сегодняшний день достигну-
ты в  ОУ с  входным каскадом на  полевых тран-
зисторах с  изолированным затвором (МОП, 
MOSFET): типичный входной ток LMC6041, 
к примеру, равен 2 фА при +25 ℃ и возрастает 
всего до  5–6  фА при +40  ℃, т.е. он примерно 
в 20 раз меньше, чем у OPA129 [10, 14].

Рисунок 6. Входные каскады операционных усилителей: µA709 (а); LM11 (б); OP‑07 (в)
а б в
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Доли фемтоампера. 
Электрометрический  
ОУ ADA4530–1

В  качестве основы для предусилителей зонда 
Ленгмюра и  ионной ловушки был выбран опера-
ционный усилитель ADA4530–1 с  входным каска-
дом на  МОП‑транзисторах, предназначенный для 
работы со  сверхмалыми токами. Типичные значе-
ния его входных токов в  практическом диапазоне 
температур от 0 до +70 ℃ лежат в области десятых 
долей фемтоампера. При росте температуры свыше 
+50  ℃ наблюдается экспоненциальный рост тока, 
что в целом характерно для ОУ с «полевым» вхо-
дом (у «биполярного» входа базовые токи транзи-
сторов, наоборот, снижаются с  ростом температу-
ры из-за роста β). Гарантируемый производителем 
предельный уровень в 20 фА в диапазоне темпера-
тур от –40 до +85 ℃ обусловлен не реальной стати-
стикой, а невозможностью производственного кон-
троля меньших значений тока на имеющемся обо-
рудовании. Усилитель имеет крайне малое входное 
смещение ~9 мкВ (50 мкВ max), и его температур-
ный дрейф не  более 0,5 мкВ/  ℃ для положитель-
ных температур [15].

На  рисунке 7 упрощённо показаны входные 
цепи ADA4530–1. Входной дифференциальный 
каскад построен на  паре МОП‑транзисторов VT1 
и VT2. Затвор МОП‑транзистора физически отделён 
от канала слоем изолятора – ​оксида кремния, прово-
димостью которого в рабочем диапазоне температур 
микросхемы можно пренебречь. При температурах 

выше 60–70 ℃, как и в JFET ОУ, наблюдается экспо-
ненциальный рост входного тока, который обуслов-
лен в основном элементами защиты от электроста-
тических разрядов и слишком больших синфазных 
(VD5, VD6) и дифференциальных (VD1-VD4) вход-
ных напряжений [15]. Помимо сверхмалых входных 
токов вторая важнейшая особенность ADA4530–1, 
обусловившая его выбор, – ​встроенный «охранный» 
буфер (guard buffer) BUF, который сводит к миниму-
му возможные утечки через защитные диоды, под-
держивая на  них практически нулевое смещение 
с помощью следящей обратной связи. Выход буфера 
также соединён с выводами GRD для защиты от уте-
чек элементов обвязки ОУ, подключения охранных 
колец и полигонов на печатной плате.

Бутстрепинг  
для устранения утечек

Следящей связью или бутстрепингом 
(bootstrapping) называют метод повышения эф-
фективного импеданса цепи с  помощью положи-
тельной обратной связи. На  рисунке 8а показан 
пример обычной электрической цепи без бутстре-
пинга. Напряжения в узлах A и B независимы, для 
простоты можно считать UB равным нулю. Здесь 
RУТ – ​сопротивление утечки (например, сопротив-
ление изоляции). Напряжение, приложенное к RУТ, 
создаёт паразитный ток утечки, который вычита-
ется из входного тока (3–5).
	

( )ВЫХ ОУ ВХ УТ ОС1U U U I I R .+= + − − ⋅  
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( ) A УТУТ aI U / R .=  

( )B БУФ A БУФ БУФ A БУФU K U U K U U .= ⋅ + ≈ ⋅ +  

( )A БУФ БУФ
УТ(б)

УТ

U 1 K U
I .

R
⋅ − −

=  

( )БУФK 1 .= α + α  
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Рисунок 7. Входные цепи электрометрического ОУ ADA4530–1
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В  цепь на  рисунке 8б добавлен бутстрепинг 
на  усилителе с  единичным усилением  – ​буфере. 
Вход буфера подключается к цепи, импеданс кото-
рой нужно увеличить. Сам буфер выбирается та-
ким, чтобы его напряжение смещения UБУФ было 
как можно меньше, входной ток оказался прене-
брежимо мал в сравнении с током в рассматрива-
емой цепи, IБУФ << IВХ, а  коэффициент передачи 
по  напряжению был как можно ближе к  едини-
це, КБУФ ≈ 1. Тогда напряжение на выходе буфера 
с высокой точностью повторяет входное (6).
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Возвращаясь к формуле (4), получаем выраже-
ние для тока утечки с бутстрепингом (7).
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Принимая UБУФ = 0 и подставляя разные значе-
ния KБУФ в (7), рассмотрим влияние коэффициента 
передачи буфера на ток утечки по сравнению с ве-
личиной IУТ(а) (5) в схеме без бутстрепинга (табли-
ца 1).

Как видим, даже посредственный буфер с ко-
эффициентом передачи, заметно отличающимся 
от единицы, позволяет значительно снизить пара-
зитные утечки в цепи или, иными словами, суще-
ственно увеличить эффективное сопротивление 
участка цепи RУТ, вызывающего потери тока. Если 
в  качестве буфера выступает ОУ с  собственным 
усилением α, то коэффициент передачи такого бу-
фера будет равен (8).
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Собственное усиление (при разомкнутой ОС) 
современных прецизионных ОУ обычно очень 

велико. Для охранного буфера, встроенного 
в ADA4530–1, значения параметров α и KБУФ про-
изводитель не  сообщает, но  есть указание на  то, 
что охранный буфер в  целом близок по  устрой-
ству к  самому усилителю ADA4530–1, усиление 
которого на большом сигнале в типичном случае 
составляет 155 дБ, что в теории позволяет с помо-
щью такого буфера снизить потери тока через RУТ 
более чем на 7 порядков. В таком случае фактором, 
ограничивающим возможности бутстрепинга, за-
частую окажется UБУФ  – ​собственное смещение 
буфера, которое при комнатной температуре име-
ет типичное значение 15 мкВ и  гарантируемое  – ​
не более 100 мкВ [15]. Приложенное к паразитно-
му сопротивлению RУТ = 1 ГОм, такое смещение 
создаст IУТ = 15 фА, поэтому само по себе приме-
нение бутстрепинга для «защиты» входных цепей 
не отменяет строгих требований к остальным ком-
понентам, материалам и качеству монтажа, когда 
речь идёт о работе с фемтоамперными сигналами.

Входное сопротивление  
и утечки монтажа.  
Охранные кольца

Дифференциальное сопротивление RДИФ (со-
противление между входами) ADA4530–1 очень 
велико и  практически не  поддаётся измерению. 

Рисунок 8. Бутстрепинг, принцип работы: обычная цепь (а); цепь с бутстрепингом (б)
а б

Таблица 1
Влияние коэффициента передачи буфера 

на подавление тока утечки

KБУФ IУТ(б) / IУТ(а)

0,9 0,1
0,95 0,05
0,99 0,01
0,999 0,001

1 0
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Синфазное сопротивление RСИНФ ADA4530–1, 
определяемое по изменению входного тока I– при 
изменении входного напряжения U–, равного на-
пряжению на  коллекторе UК, тоже крайне вели-
ко при температурах T ≤ 85  ℃, и  его влиянием 
можно пренебречь. Куда более существенное 
влияние на  входной ток оказывает утечка мон-
тажа  – ​сумма утечек от  влияния множества уз-
лов печатной платы, потенциалы которых суще-
ственно отличаются от потенциала входной цепи. 
Происхождение этих утечек связано с конечным 
сопротивлением изоляционных материалов  – ​
прежде всего материала платы. Если предполо-
жить, что совокупное сопротивление монтажа 
RPCB составляет порядка 1…100 ТОм, то разность 
потенциалов UPCB = 1 В на нём создаст ток от 10 
до 1000 фА. Это одна из причин, по которой в ка-
честве материала наружных слоёв плат при разра-
ботке макетов предусилителей был выбран кера-
мический ламинат Rogers RO4350B. В таблице 2 
приведены некоторые характеристики RO4350B 
в  сравнении с  другими ламинатами: Kingboard 
KB‑6165F  – ​типичным, широко используемым 
в  России стеклотекстолитом FR‑4 и  распростра-
нённым композитом для ВЧ‑применений Rogers 
RO3003 на основе фторопласта (ПТФЭ). Видно, 
что удельное поверхностное и  объёмное сопро-
тивление у RO4350B на порядок выше, чем у сте-

клотекстолита. Основой материала RO3003 явля-
ется фторопласт, для которого характерна очень 
низкая диэлектрическая абсорбция и  высокие 
значения удельных сопротивлений, однако ти-
пичные значения ρS и ρV конкретно этого компо-
зита даже ниже, чем у стеклотекстолита [16–19].

Применение качественного ламината само 
по  себе ещё, конечно, не  гарантирует хороших 
характеристик схемы. Радикальное снижение 
утечек монтажа возможно с  помощью «охран-
ных колец»  – ​частной формы бутстрепинга. 
Высокоомная входная цепь усилителя окружа-
ется по  периметру проводником, соединённым 
с  выходом GRD охранного буфера BUF микро-
схемы ADA4530–1, потенциал которого практи-
чески равен потенциалу инвертирующего входа 
усилителя (рисунок 9). Таким образом, на  сово-
купном сопротивлении утечки монтажа RPCB под-
держивается пренебрежимо малое напряжение 
UPCB порядка десятков микровольт, обусловлен-
ное смещением буфера UБУФ и входным смещени-
ем усилителя UОУ (9) – ​это снижает утечки мон-
тажа на много порядков.
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Таблица 2
Сравнение удельных сопротивлений (типичные значения) и диэлектрической абсорбции  

трёх распространённых ламинатов

Величина, обозначение, 
единица измерения

KB‑6165F 
стеклотекстолит 

FR‑4

RO3003 
ПТФЭ – ​композит

RO4350B 
керамика

Удельное поверхностное сопротивление, ρS, Ом 2,6 ∙ 1014 1013 5,7 ∙ 1015

Удельное объёмное сопротивление, ρV, Ом ∙ м 3,4 ∙ 1013 1011 1,2 ∙ 1014

Диэлектрическая абсорбция Высокая Низкая? 
(у фторопласта) Очень низкая

Рисунок 9. Защита высокоимпедансной входной цепи охранным кольцом
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В  трансимпедансном усилителе «охранные» 
элементы печатного монтажа можно подключать 
и  напрямую к  неинвертирующему входу ОУ, од-
нако в  наших схемах потенциал на  нём задаётся 
от  сравнительно высокоомного источника, поэто-
му охранные кольца запитаны именно через вну-
тренний буфер ADA4530–1. На рисунке 10 показа-
но охранное кольцо на плате предусилителя зонда 
Ленгмюра, а  на  рисунке 11  – ​фото платы с  уста-
новленными элементами.

Утечки монтажа не  ограничиваются одни-
ми лишь токами по  поверхности печатной пла-
ты. На  рисунке 12 показана рекомендуемая для 
ADA4530–1 и  применённая в  платах макетов 
предусилителей структура наружных слоёв [15], 
возможные направления паразитных токов и эле-
менты защиты от них. Кроме поверхностных уте-
чек IS существуют токи IV, распространяющиеся 
в  толще диэлектрика и  обусловленные его объ-

Рисунок 10. Высокоомная входная цепь (а) и охранное кольцо (б)  
на плате предусилителя зонда Ленгмюра

Рисунок 11. Предусилитель зонда Ленгмюра, макет

ёмной проводимостью. Как уже было показано 
в таблице 2, керамический ламинат в сравнении 
со стеклотекстолитом имеет на порядок большие 
удельные сопротивления ρS и ρV и потому более 
предпочтителен. Как и  в  случае с  поверхност-
ными утечками, для устранения токов в  объёме 
диэлектрика применяется бутстрепинг в  виде 
охранного полигона, лежащего под высокоом-
ной цепью и  соединённого с  охранным коль-
цом на верхнем слое переходными отверстиями. 
Этими мерами высокоомная цепь электрически 
отделяется от  остальной схемы и  от  нижележа-
щих слоёв обычного стеклотекстолита. Тот  же 
принцип используется и  для плат-коллекторов 
заряда: в качестве верхнего слоя также использу-
ется Rogers RO4350B, а чувствительная область 
(собственно, сам коллектор) окружена охранным 
кольцом и защищена сплошным охранным поли-
гоном во внутреннем слое (рисунок 13).
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Утечки коммутаторов в ОС

Как видно из  рисунка 5, в  неактив-
ной, разомкнутой ветви обратной связи 
ОУ к  коммутатору приложено напряжение 
UOFF ≈ UOC = UВЫХ  – ​U– ≈ –IВХ ∙ RОС1 (предпо-
лагаем, что сопротивление разомкнутого ключа 
ROFF >> RОС2, и поэтому практически всё напря-
жение UОС приложено именно к  коммутатору). 
Это напряжение вызывает паразитный ток утеч-
ки через разомкнутый ключ, IOFF ≈ UOC/ROFF. Для 
простого аналогового ключа «четырёхтысячной» 
логической КМОП‑серии CD4066B типичный 
ток утечки с  входа на  выход в  разомкнутом со-
стоянии составляет всего около 10 пА при темпе-
ратуре 25 ℃, однако гарантируемые значения су-
щественно выше: до 100 нА при 25 ℃ и не более 
1 мкА при 85 ℃ [20]. Для максимального сниже-
ния утечек на уровне элементной базы в качестве 
коммутаторов ветвей ОС целесообразно исполь-
зовать ключи с минимальными гарантируемыми 
значениями паразитных токов: например, пре-
цизионные аналоговые ключи TMUX6119 имеют 
типичное значение утечки 5 пА и гарантируемый 
максимум 20 пА в нормальных условиях и не бо-

лее 80 пА при 85  ℃ (тесты проводятся при на-
пряжении на  ключе 9  В)  – ​если ориентировать-
ся на  гарантируемые производителем значения, 
то  можно сказать, что современный TMUX6119 
на  3–4 порядка «лучше» старого CD4066B [21]. 
Как и  в  случае с  паразитными токами монтажа, 
здесь тоже недостаточно просто выбрать хоро-
ший ключ – ​необходим бутстрепинг.

Для реализации бутстрепинга цепи ОС необ-
ходимо вместо одного применить два синхрон-
но работающих ключа, один из  которых должен 
иметь конфигурацию SPDT (один полюс, два на-
правления). На рисунке 14 приведён вариант схе-
мы такого бутстрепинга (для простоты показана 
только одна ветвь ОС), SA1 должен быть с малой 
утечкой, к SA2 такое требование не предъявляет-
ся. При размыкании ветви ОС на правом выводе 
ключа SA1 будет поддерживаться напряжение 
UGRD с выхода охранного буфера – ​таким образом, 
к SA1 будет приложено только небольшое напря-
жение UOFF ≈ UGRD – ​U– = UБУФ + UОУ – ​в пределах 
десятков микровольт, как и в случае с рассмотрен-
ной выше утечкой монтажа (9). Это на много по-
рядков меньше, чем 9 В, для которых приведены 
цифры в  «даташите», поэтому можно ожидать, 

Рисунок 12. Возможная структура слоёв печатной платы, направления утечек  
и элементы защиты

Рисунок 13. Зонд Ленгмюра: коллектор (а) и охранное кольцо (б), макет
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что с  бутстрепингом утечки TMUX6119 упадут 
до пренебрежимо малых величин.

Диэлектрическая абсорбция 
и материал печатной платы

Диэлектрической абсорбцией в конденсаторах 
обычно называют явление сохранения части за-
ряда на ранее заряженном конденсаторе, который 
был быстро разряжен до  нулевого напряжения 
на обкладках. Причина этого явления – ​задержка 
перемещения заряда в  конденсаторе, связанная 
с  поляризацией диэлектрика. На  рисунке 15 кон-
денсатор с  абсорбцией представлен в  виде экви-
валентной схемы – ​параллельного соединения не-
скольких ветвей с ёмкостями C1 > C2 > CN и сопро-
тивлениями R1 < R2 < RN с постоянными времени 
τ1 < τ2 < τN, которые соответствуют составляющим 
диэлектрика с  разной скоростью поляризации. 
После заряда конденсатора до  напряжения UC1 
и  его быстрого разряда кратковременным замы-
канием SA2 будем наблюдать постепенное вос-

становление на обкладках некоторого остаточного 
напряжения UC2 (рисунок 16). Численно абсорб-
ция характеризуется отношением UC2/UC1 – ​опре-
деляемая таким путём величина, разумеется, зави-
сит не только от свойств диэлектрика, но и от ус-
ловий эксперимента (например, времени разряда), 
однако позволяет, по крайней мере в качественном 
отношении, сравнивать разные диэлектрические 
материалы (лучше/хуже) [19].

В контексте измерения сверхмалого тока удоб-
нее рассматривать это явление именно с  точки 
зрения токов, а не напряжений, причём здесь мы 
говорим не о процессах в конденсаторах, а  о ди-
электрической абсорбции материала самой пе-
чатной платы. На  рисунке 17 условно показана 
форма тока, протекающего в  диэлектрике, к  ко-
торому приложено ступенчато изменяющееся на-
пряжение (используются обозначения из  схемы 
на рисунке 15) [15]. Кривая тока условно разбита 
на  три участка с  отличающимися постоянными 
времени τ1, τ2, τN. Протекание в диэлектрике про-
цессов не  только быстрой, но и медленной поля-

Рисунок 14. Бутстрепинг коммутаторов обратной связи

Рисунок 15. Эквивалентная схема для иллюстрации явления абсорбции в диэлектриках
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ризации является причиной «затягивания» заряд-
ных токов в сравнении с идеальным диэлектриком, 
в котором абсорбция отсутствует. Это может стать 
серьёзной проблемой, например, при изменении 
потенциала коллектора зонда Ленгмюра, когда 
фактически меняется потенциал всей входной 
цепи  – ​установление на  выходе трансимпеданс-
ного усилителя достоверного напряжения из-за 
медленного затухания остаточных входных токов, 
вызванных абсорбцией материала печатной платы, 
может оказаться слишком длительным в условиях 
ограничений по времени эксперимента.

Сравнительные испытания демонстрируют 
полное превосходство керамического компози-
та RO4350B над стеклотекстолитом FR‑4 в части 
диэлектрической абсорбции (таблица 2). При по-
даче на образец стеклотекстолита испытательного 
напряжения ±100  В  требуется более часа, чтобы 
остаточные токи поляризации упали ниже 10 фА. 
В  тех  же условиях RO4350B ведёт себя совер-
шенно иначе: до уровня 10 фА ток спадает за 10 с 
и  до  менее чем 1 фА за  20 с, поэтому для схем 
на  ADA4530–1 производитель рекомендует при-
менять именно RO4350B [15]. Хотя токи поля-
ризации в керамическом ламинате спадают очень 
быстро, этого может оказаться недостаточно, если 
по  условиям эксперимента потенциал коллекто-
ра должен меняться очень быстро, с  интервалом 
в  единицы-сотни миллисекунд, и  при этом нуж-

но измерять очень слабые токи  – ​скажем, менее 
10…100 пА. В этом случае для входной цепи обя-
зательно использование бутстрепинга, который 
поддерживает на окружённой охранными кольца-
ми области печатной платы минимальное и прак-
тически неизменное напряжение и тем самым обе-
спечивает практически полное отсутствие токов 
поляризации.

Заключение

Измерение сверхмалых токов для определения 
параметров ионосферной плазмы зондовым мето-
дом имеет ряд технических сложностей и ограни-
чений. Большинство из них могут быть преодоле-
ны сочетанием конструктивных и  схемотехниче-
ских решений: выбором подходящей элементной 
базы и материала печатной платы, использовани-
ем следящей обратной связи, в  том числе в виде 
охранных колец и полигонов для снижения утечек.

На  основе изложенных в  статье принципов 
были созданы макетные образцы ионной ловушки, 
зонда Ленгмюра и дрейфметра (рисунок 18), экс-
периментально подтверждена их работоспособ-
ность. Планируется испытать образцы датчиков 
на  практически достижимый динамический диа-
пазон по малому току и быстродействие для при-
менения в бортовой аппаратуре будущих миссий 
по изучению космической плазмы.

Рисунок 16. Восстановление напряжения на конденсаторе вследствие абсорбции

Рисунок 17. Форма тока в диэлектрике (условно) при подаче импульса напряжения
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Рисунок 18. Макетные образцы плазменных датчиков: плоский зонд Ленгмюра (а),  
ионная ловушка (б), дрейфметры (в)
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LOW-CURRENT ELECTRONICS SCHEMATIC  
AND DESIGN SOLUTIONS  

FOR SPACE PLASMA CHARACTERISTICS MEASUREMENT

O. I. Rovnyakov, D. V. Chugunin, K. V. Anufreichik
Space Research Institute of the Russian Academy of Sciences 

Moscow, The Russian Federation

Measurement of the main characteristics of ionospheric plasma – ​concentration, temperature, 
velocity and its composition – ​is the problem of measuring ultra-low currents from a practical 
point of view. A low-current input stage based on a transimpedance amplifier suitable for 
measuring plasma characteristics using a Langmuir probe and a retarding potential analyzer is 
considered. The main problems and limitations affecting the dynamic range at very low currents 
are identified and ways to solve them are outlined. At the schematic level, various types of input 
stages of integrated operational amplifiers and their features affecting the choice of a suitable 
integrated circuit are listed, the input stage of the ADA4530–1 amplifier and the bootstrapping 
technique implemented in it are described. The importance of selecting low-leakage feedback 
switches is noted and the possibility of its further reduction using bootstrapping is demonstrated. 
At the design level, parasitic conductivity and dielectric absorption in insulating materials are 
considered, a printed circuit board material with good characteristics is mentioned, the use of 

guard rings and polygons for a radical reduction of circuit board leakage is described.

Keywords: scientific payload, ionospheric plasma parameters measurement, Langmuir probe, 
retarding potential analyzer, transimpedance amplifier, electrometry, low-current electronics.
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